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2 11.1. Recursién

11.1. Recursion

Una definicion es recursiva cuando e concepto que se introduce esté definido en base asi
mismo. Un gran nimero de problemas % plantean de forma reaursiva. Esto significa que su
solucién se gpoya en lasolucién del mismo problema pero para un caso mas fadl.

En matematicas es freauente definir conceptos en términos de si mismos. Por gemplo la
siguiente definicién de fadorial de un nimero n paositivo esreaursiva:

sin=0
n!:% _
Fhx(n-1)!, sinz0

La definicion es reaursiva porque estamos definiendo el fadorial de n como el producto de n
por e fadoria den-1, si n esdistinto de ceao. El concepto que definimos (fadorial) aparece @
la propia definicion. Si queremos cdcular, pa gemplo, e fadoria de 4 con la definicion
anterior procederiamos del siguiente moda

Y=4xIJI=4x3xA=4x3x2xN=4x3x2xI1x0=4%x3%x2x1x1=24

El siguiente gemplo es una definicion reaursiva del sumatorio de 1os primeros n nimeros
naturales:

, sin=0
C | — H) n-1
; a-wZi, sinz0
1=
Un dtimo g emplo esla definicion de una potencia cn exporente entero pasitivo:

be—DL se=0
T HhxbeY, sez0

Vemos que lareaursividad es una témica que permite dar definiciones smplesy elegantes. En
Modua-2 es posible definir subprogramas reaursivos, es dedr, subprogramas en cuyo cuerpo
aparezcan llamadas a si mismos.

Ladefinicion anterior de lafunciénfadoria noslleva ala siguiente funcion Modua-2:

PROCEDURE Factorial (n : CARDI NAD : CARDI NAL
BEG N
IFn=0 THEN
RETURN 1
ELSE
RETURN n * Factorial(n-1)
END
END Factorial;

Obsérvese que hay una llamada ala propia funcion que se esta definiendo (Factorial ) en la
parte ELSE. Esto no pesenta ningun problema ya que las reglas de dnbito de Modua-2 lo
permiten.

Por otro lado, lafuncién presenta més de unainstruccion RETURN. Esta pradica escominala
hora de escribir funciones reaursivas. En el caso de funciones no reaursivas, es mejor estilo de
programadén uili zar una tnicasentencia RETURN al final del subprograma.

Veanos ahora qué e lo que ocurre S un pograma dealta la sentencia
I0.WrCard(Factorial(3), 0) gue llama alafuncidnreaursiva anterior:
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Tema 11. Disefio d e algoritmos recursivos 3

1) El subprograma WrCard necesita mnaocer el valor de su argumento Factorial(3) para
poder imprimirlo pa lo cual se entra en lafuncion Factorial . Como € argumento esta
dedarado pa valor se aea una nueva variable n y se aigna a &ta d valor 3.
Llamemos a estavariablen ¢

2) Como n“ es distinto de ceo e valor que devuelve la llamada a Factorial(3) es la
correspondente d ELSE, o seg n* * Factoria(n ~ -1). Para poder cdcular este
producto es necesario cdcular Factorial(n ~ -1) que provoca una nueva llamada ala
funcion Factorial  , en este cao con argumento 2,yaquen® vale 3.

3) Sevuelve a @trar en lafuncion Factorial , par lo que se aeauna nueva variable que
llamaremos n y cuyo valor es 2. Como el valor de n® es distinto de ceo esta llamada
devuelve n® * Factorialn ~ %1). De nuevo para cdcular este prodicto se debe
concce e valor de la segunda parte lo que provoca una tercera llamada aFadorial con
argumento 1,yaquen®vale 2.

4) Se gean® convalor 1,y se devuelve n® * Factorial(n ©.1). Se produce una ultima
Ilamada afadorial conargumento O.

5) Al entrar en lafuncién Factorial ~ se aeauna nueva variable n con valor 0. Como n
vale 0 lafuncién Factorial devuelve d valor indicadoen laparte IF, oseg 1.

6) El producto del punio 4) puede ser cdculado, po lo gue la tercera llamada afadorial
devuelve d valor n®* Factorial(n Gy =1*1=1.

7) El producto del purto 3) puede ser caculado, pa lo que la segunda llamada afadorial
devuelve d valor n®* Factorial(n 1)y =2%1=2.

8) El producto del purto 2) puede ser cdculado, pa lo que la primera llamada afadoria
devuelve d valor n * Factorial(n L1y =3*2=6.

9) El valor de Fadorial(3) hasido cdculadoy puede ser impreso pa pantala

11.1.1 Verificacion de los subprogramas recursivos

Hemos visto que la geaucion de un subprograma reaursivo hace en general, que é&te sea
llamado varias veces. Para asegurar que este proceso termina es necesario gque @ subprograma
reaursivo definido cumplalas gguientes condciones:

1) Hay a menos una posible llamada d subprograma que produce un resultado sin
provocar una nueva llamada reaursiva. A esto se le llama caso base de larearsion.
En el caso delafuncion Factorial €l caso base es n=0.

Lasiguiente definicion delafuncién Factorial noes corredaya que no pasee a0
base:

PROCEDURE Factorial (n : CARDI NAD :  CARDI NAL

BEG N

RETURN n * Factorial(n-1)
END Factorial;

2) Todas las llamadas reaursivas < refieren aun caso gque & mas cercano al caso base. En
e caso de la funcién Factorial , cada llamada disminuye en uno el valor del
argumento, pa lo e éte seva acecandoa ceo, gLe e el caso base.

A partir de la expresion ni=(n-1)!xn, y la sustitucion n=m+1 se oktiene que
(Mm+1)!=mx(m+1), de donck despegjando se deduce m=(m+1)!/ (m+1). Con
esta expresion poamos construir € siguiente subprograma reaursivo:

PRCCEDURE Factorial (m : CARDI NAD :  CARDI NAL
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4 11.2 Recursividad frente a iteracion

BE(?I'L\I m=0 THEN

RETURN 1
ELSE
RETURN Factorial(m+1) DIV (m+1)
END
END Factorial;

Este subprograma presenta un caso base, sin embargo no es corredo ya que no
cumple la @ndcién 2. Cada llamada reaursiva incrementa en uno e valor del
argumento pa lo gue é&te seva dgjando bl caso basey lareaursién nurcatermina.

3) El caso base debe acdar alcanzandcse.

El siguiente subprograma ample las condciones 1) y 2), pero no es corredo. S lo
Ilamamos con unargumento cuyo valor seaimpar, €l caso base nuncase dcanza.

PROCEDURE Factorial (n : CARDI NAD :  CARDI NAL
BEG N
IFn=0 THEN
RETURN 1
ELSE
RETURN n * (n-1) * Factorial(n-2)
END
END Factorial;

Para dguncs algoritmos reaursivos el caso base puede ser multiple. Un gjemplo es la sucesiéon
de Fibonacd, gue se define del siguiente moda: € primer nimero de Fibonacd es 0, el segundo
es 1y cualquier otro nimero de Fibonacd se obtiene sumando los dos ndmeros de Fibonaca
gue le precalen:

[0, sin=1
Fibonaccin) = %, sin=2
U
FFibonacc{n-1) + Fibonacc{n-2), enotrocaso

Los casos bases en este gemplo sonn=1yn=2.Unafuncionen Modua-2 que cdcule d
n-ésimo nimero de Fibonacd segun esta definicion es:

PROCEDURE Fibonacci (n : CARDI NAD :  CARDI NAL
BEG N
IFn=0 THEN
WrStr (“Error: Fibonacci(0) no esta definido”);
HALT
ELSI F n=1THEN
RETURN O
ELSI F n=2THEN
RETURN 1
ELSE
RETURN Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
END
END Factorial;

11.2 Recursividad frente a iteracion

Cuaquiera de los problemas resueltos de modo reaursivo puede ser resuelto de modoiterativo.

En algunacs casos, como en el de lafuncion Factorial  , lasolucioniterativa es bastante simple:
PROCEDURE Factorial (n : CARDI NAD :  CARDI NAL
VAR i, Resultado : CARDI NAL
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BE@ Nuitado := 1;
FORi:=1TOn DO
Resultado := Resultado * i
END;
RETURN Resultado
END Factorial;

Podemos observar que, en la version iterativa, la reaursion ha sido sustituida por una iteradén
(un bucle FOR, en este ca0). También ha sido recesario introduwcir, en la version iterativa, dos
variableslocdes (i y Resultado ). En general, en los algoritmos reaursivos < suele utili zar una
sentencia de selecdon (IF), mientras que en los iterativos equivalentes  usa una sentencia de
iteraddn (FOR, WHILE, REPEAT o LOOP) y es necesario introduwcir variables locdes que
amacenen |os resultados intermedios del computo.

En atros casos la solucién iterativa d problema es mas complicada. En un apartado pasterior
veremos una solucion reaursiva d problema de las Torres de Hana. No es nada fadl encontrar
unasolucioniterativa a ete problema.

Un paco mas complicada, aunque también fadl, es la solucion iterativa para la reaurrencia de
Fiboneacd. En este ca0, necesitamos almacenar en dcs variables (FibNMenosl y FibNMenos?2 )
los valores de las dos iteradones previas:

PROCEDURE Fibonacci (n : CARDI NAD :  CARDI NAL
VAR FibN, FibNMenos1, FibNMenos2, i : CARDI NAL
BEG N
IFn=0 THEN
WrStr (“Error: Fibonacci(0) no esta definido”);
HALT
ELSIFn=1 THEN
FibN =0
ELSE
FibNMenos1 :=0;
FibN =1;

FOR i:=2 TOn1 DO
FibNMenos2 := FibNMenos],
FibNMenos1 := FibN;

FibN := FibNMenos2 + FibNMenos1;

END

END,
RETURN FibN
END Fibonacci;

11.3 Eficiencia de los algoritmos recursivos

Los agoritmos reaursivos suelen ser menos eficientes (en tiempo) que los iterativos
correspondentes. Esto es asi por dos motivos principal mente:

- Lasobrecagadebida d funcionamiento interno ¢k lareaursividad.
« Laposible sobhrecaga debida a la solucionreaursiva.

11.3.1 Sobrecarga debida al funcionamiento interno

En la primera secdon ce este tema hicimos un seguimiento en detalle de la evaluadon de una
llamada ala funcion reaursiva Factorial . Podemos observar que, en general, ura llamada a
una funcién reaursiva produce varias llamadas més a la propia funcién. Cada una de estas
llamadas requiere derto tiempo para:

+ Hace lallamada
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6 11.3 Eficiencia de los algoritmos recursivos

» Crea lasvariableslocdesy copiar los pardmetros por valor.
« Ejeautar lasinstrucdones en parte g§eautivade lafuncion.

» Destruir las variables locdesy pardmetros por valor.

« Sdlir delafuncion.

S se redizan ures cuantas llamadas reaursivas a una funcion, puede ocurrir que d tiempo
necesario para hace las llamadas y crea y destruir variables prevalezca sobre d tiempo
necesario pararedizar e computo propiamente dicho.

Este tipo e sobrecaga aparece en todos los algoritmos reaursivos. Si utili zamos una
funcioniterativa equivalente esta sobrecaga no aparece ya que lafunciéniterativa no dalugar
avarias llamadas a si misma.

11.3.2 Sobrecarga debida a la solucién recursiva

Este tipo ce sobrecaga no se debe d modoen que funciona la reaursividad en si misma, sino a
gue la solucion reaursiva d problema es mala. Esta sobrecaga garece @ la funcién reaursiva
gue cdcula los nimeros de Fibonacd. Si analizamos el algoritmo podemos observar que los
mismos valores ©n cadculados varias veces. En la siguiente figura podemos observar las
Ilamadas que se producen al intentar evaluar la expresion Fibonacci(5)

Fiborecd (5)

T

Fiborecd (4) Fiborecd (3)

N N

Fiborecd (3) Fiborecd (2)  Fiborecd (2)  Fiborecd (1)

N

Fiborecd (2) Fiborecd (1)
Figura 1. Llamadas realizadas al evaluar Fibonacci(5)

Podemos observar que han sido necesarias untotal de 9 llamadas alafuncion para cdcular este
valor y que d cdculo de Fibonacci?) , pa eemplo, ha sido repetido 3 veces. Se ha
redizado unmontdn ce trabaj o repetido.

Este tipo ce sobrecaga no aparece @ todcs los algoritmos reaursivos (por g emplo, noaparece

en el caso de lafuncidén Factorial  reaursiva). Al evaluar Factorial(3) , No se repite ninglin
computo:

Factorial (3)

Factorial (2)

Factorial (1)

Factorial (0)

Figura 2. Llamadas realizadas al evaluar Factorial(3)
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Tema 11. Disefio d e algoritmos recursivos 7

Es posible mejorar el algoritmo reaursivo para el caculo de los nimeros de Fibonacd de modo
gue se eite este tipo ce sobrecaga. En concreto, necesitamos afiadir un par de parametros
extras en lafuncion gue dmacenen el valor de los dos nimeros de Fibonnai anteriores. En la
primera llamada estos argumentos tomardn valores 0 y 1 (los dos primeros ndmeros de la
reaurrencia):

PROCEDURE Fibonacci (n : CARDI NALD :  CARDI NAL
PROCEDURE FibAux (n, FibN, FibNMas1 : CARDI NAD :  CARDI NAL
BEG N

IFn=1 THEN
RETURN FibN
ELSE
RETURN FibAux(n-1, FibNMas1, FibN+FibNMas1)
END
END FibAux;
BEG N
IFn=0 THEN
WrStr(“Error: Fibonacci(0) no esta definido”);
HALT
ELSE
RETURN FibAux(n, 0, 1)
END
END Fibonacci;

Si cdculamos Fibonacci(5) ~ con este dgoritmo norepetimos cdculo:

Fiboracd (5)

FibAux(5,0,1

FibAux(4,1,1)

FibAux(3,1,2)

FibAux(2,2,3)

FibAux(1,3,5)

Figura 3. Llamadas realizadas al evaluar Fibonacci(5)

Sin embargo, la nueva solucién no es tan dreda como la original, lo cual era la ventgja
fundamental de lasolucionreaursiva.

11.3.3 Iteracién o recursion

El hecho ce que la reaursividad presente derta sobrecaga (en tiempo de geaucion el
algoritmo) frente alaiteradén nosignifica que no se deba utili zar, sino que hay que utili zarla
cuandoredmente sea gropiada.

Cuando el problema aresolver es relativamente simple, suele ser iguamente fadl escribir la
versidniterativay lareaursiva a éte. En este cao es preferible utili zar 1a solucion iterativa ya
gue es mas eficiente. Sin embargo, las oluciones a dertos problemas méas compli cados pueden
ser mucho més fadles g utilizamos para dlo la reaursividad (ver el egemplo de las Torres de
Hand). En este cao0, la daridad y simplicidad del algoritmo reaursivo debe prevalece frente
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8 11.4 Ejemplos clasicos de recursividad

al tiempo extra que cnsume la reaursion. Este enfrentamiento entre simplicidad y eficiencia
aparece amenudoen la programadon ce ordenadores.

Otro uso comln cke la reaursividad es como herramienta para desarrollar prototipos de
programas. Podemos comenzar con ura solucién reaursiva simple, que desarrollemos
répidamente, y posteriormente, si necesitamos un rograma mas eficiente, mejorarlo uili zando
unasolucioniterativa.

El verdadero valor de lareaursividad es como herramienta para resolver problemas para los que
no hay soluciones iterativas smples.

11.4 Ejemplos clasicos de recursividad

11.4.1 Las torres de Hanoi

El primero de los gemplos que estudiaremos es fadlmente resuelto mediante un algoritmo
reaursivo. Sin embargo, ura solucion iterativa d problema e mucho mas complicada. El
enurciado del problema es el siguiente:

Sean tres estacas verticales y n discos de distintos radios que pueden insertarse en las
estacas formando torres. Inicialmente los n discos estén situadcs todos en la primera
estaca pa orden deaedente deradios (ver figura 3). Setrata de pasar los n discos de la
primera estaca ala Utima siguiendolas sguientes reglas:

1) En cada pao se mueveun Unco disco.
2) En ningun pa&o se puede mlocar un dsco sobre otro disco de radio menaor.
3) Puede usarse la estaca central como estaca auwxili ar.

Figura 4. Situacion inicial del juego.

En € caso de unatorre de dturauno,lasoluciénestrivia:

Lasoluciénen el caso de unatorre de dos discos consta de solo tres pasos:

.
Posicion inicial
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[

D
Posicion inicial

s I

-

Pz 3

Si suporemos resuelto e problema para una torre de dturan-1 dscos (es dedr sabemos mover
n-1 dscos de una estaca aotra usando la que queda mmo auxiliar), €l problema de pasar n
discos desde la estacaizquierda ala derecha queda resuelto del siguiente moda

1) Pasar n-1 discos de la estacaizquierda ala estaca cetral, utilizando la derecha como
auxili ar.

2) Mover el disco mayor de la estacaizquierda ala estacaderecha.

3) Mover n-1 discos de la estaca cetral aladerechausandolaizquierda wmo auxili ar.

[osciin snsmal Pazas w0 disens 2 B o=sneral

Pazar dista maps 2 derecha Pazas ». 1 disegs 2 derecha

Obsérvese que para solucionar el problema para una torre de dtura n hemos supuesto resuelto
el problema para unatorre de dturan-1; lasolucion es reaursiva.

El programa en Modua-2 gue usa la estrategia anterior para mostrar por pantalla los pasos
necesarios para solucionar unatorre auya dturase haleido desde d tedado es:

MCDULE Hanoi;
FROM IO | MPORT WrStr, WrLn, RdCard, RdLn;
CONST
1ZQ ="Izquierda ",
DER ="Derecha ";
CEN ="Central ";
VAR

Facultad de Ciencias (Matematicas) Informatica



10 11.4 Ejemplos clasicos de recursividad

Altura : CARDI NAL

PROCEDURE WrMovimientos (N : CARDI NAL
Izq, Der, Cen : ARRAY OF CHAR
BEG N
IF N=1 THEN
WrStr ("Mover d e "); WrStr(lzq); WrStr("a "); WrStr(Der);
WrLn
ELSE

WrMovimientos(N-1, I1zqg, Cen, Der);
WrStr ("Mover de "); WrStr(Izq); WrStr("a "); WrStr(Der);
WrLn;
WrMovimientos(N-1, Cen, Der, 1zq)
END
END WrMovimientos;

BEG N
WrStr ("Dame la altura: ");
Altura := RdCard(); RdLn;

WrMovimientos(Altura, 1ZQ, DER, CEN)
END Hanoi.

La dave del programa anterior es el subprograma reaursivo

PROCEDURE WrMovimientos (N : CARDI NAL
Iz, Der, Cen : ARRAY OF CHAR

gue muestra por pantall alos movimientos necesarios para mover N discos desde la estaca ayo
nombre e Izq ala estaca cyo nanbre es Der, usando pra dlo la estacaCen como estaca
auxili ar.

Este subprogramatiene como caso base ajuél en el cual la dturade latorre aresolver es 1. Para
resolver este caso (mover unatorre de dtural que estasituada en la estacaizquierda ala estaca
derecha) basta n redizar un Urico movimiento: mover un dsco desde la estacaizquierda ala
derecha.

En aro caso, s |a dturade latorre es mayor a 1.

1) Escribimos primero los pasos necesarios para mover N1 dscos desde la etaca
izquierda ala central usandola derecha cmo auxili ar. Esto se mnsigue on la llamada
reaursiva

WrMovimientos(N-1, I1zqg, Cen, Der);

Obsérvese que Izq aparece omo primer pardmetro en esta llamada, pa lo cua la
estacadesde la que se mueven los N-1 discos es desde laizquierda. Cen es €l segundo
argumento, pa lo gque la estacahada la que se mueven los discos es la central. Por
ultimo Der es el tercer argumento e indicaque se use la estacaderecha cmo auxili ar.

2) Movemos €l disco gue queda en la estacaizquierda ala derecha

WrStr ("Mover de "); WrStr(Izq); WrStr("a "); WrStr(Der);

3) Escribimos los pasos necesarios para mover N-1 discos desde la torre cantral a la
deredha usandolaizquierda cmo auxili ar.

WrMovimientos(N-1, Cen, Der, 1zQ);
Podemos comprobar que la solucion cumple las tres condciones de wrrecdon:
1) Existeuncaso base (latorre de dtura 1).
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Tema 11. Disefio d e algoritmos recursivos 11

2) Cadallamadareaursiva se goroximamas al caso base ya que se deaementa en 1€l vaor
deN.

3) El caso base serd dcanzado. Dado que en cada llamada reaursiva deaementamos el
valor de N exadamente uno,en algin momento Nsera 1.

La llamada que adiva d subprograma desde d programa principal hace que se muestren los
pasos necesarios para mover tantos discos como indique la variable Altura  desde la estaca
izquierda ala derecha, utilizandola central como auxili ar. Si geautamos el algoritmo para una
dturainicial de 3 discos obtenemos la siguiente salida por pantall a

Damela dtura: 3

Mover de Izquierda aDerecha

Mover de Izquierda aCentral

Mover de Derecha aCentral

Mover de Izquierda aDerecha

Mover de Central alzquierda

Mover de Central a Derecha

Mover de Izquierda aDerecha

El lector puede comprobar que la solucién oldenida es correda.

11.4.2 Algoritmos de busqueda recursivos

En € tema 7 estudiamos varios agoritmos para busca un elemento en un vedor. Veremos
ahora como podemos expresar estos algoritmos de formareaursiva.

11.4.2.1 Basqueda lineal recursiva

Reoordemos gue la busqueda lined consiste en ir inspecdonando cada demento del vedor de
izquierda aderecha hasta que, 0 bien se encuentra d elemento buscado, o ben se harecrrido
todoel vedor. En este tltimo caso € elemento buscado noesta en €l vedor.

Redizaremos lareaursion sobre lalongitud d&l vedor. Asi, podemos expresar estaidea ®mo:

1) S buscamos un elemento en un vedor de tamafio cero podemos concluir que d
elemento noesta en éste

2) Si e elemento buscado coincide @n el primer elemento del vedor entonces 1o hemos
encontrado.

3) En atro caso deberemos buscar (Ilamada reaursiva) a partir de la siguiente pasicion cel
vedor.

El siguiente subprograma implementa esta blsqueda reaursiva:

PRCCEDURE BuscarLineal ( A: ARRAY CF ELEMENTO;
Elemento : ELEMENTO ) : | NTEGER
PROCEDURE BuscarDesde( A: ARRAY OF ELEMENTO;
Elemento : ELEMENTO;
Primero, Maximo : CARDI NAL ): | NTEGER
CONST
NOENCONTRADO = -1;
BEG N
| F Primero > Maximo THEN
RETURN NOENCONTRADO

ELSI F A[Primero] = Elemento THEN

RETURN Primero
ELSE

RETURN BuscarDesde(A, Elemento, Primero+1, Maximo)
END

Facultad de Ciencias (Matematicas) Informatica



12 11.4 Ejemplos clasicos de recursividad

BEH\R BuscarDesde;

RETURN BuscarDesde(A, Elemento, O, H GHA))
END BuscarLineal;

La funcidon devuelve la posicidon en la que se encontré € elemento o el valor -1 s no se
encontré. El agoritmo reaursivo se implementa en BuscarDesde . Esta funcion busca
reaursivamente d elemento Elemento en el vedor A . En todomomento, el segmento del vedor
gue queda por inspecdonar es el determinado pa las variables Primero Yy Maximo. Con cada
llamada reaursiva @ tamafio del segmento ainspecdonar se reduce en uraunidad. El caso 1) se
produce aando (Primero > Maximo). El caso 2) es e correspondente ala parte ELSIF
mientras que @ 3) aparecetrasla dausula ELSE. Lafuncién BuscarLineal — haceque comience
labUsqueda, establedendocomo segmentoinicial latotalidad del vedor.

Obsérvese que d ser BuscarDesde una funcion reaursiva, sera probablemente Ilamada varias
veces. Al comienzo de cala llamada se reservara espado para cala uno ce los pardmetros por
valor de esta funcién. Si el tamafio cke la variable A es relativamente grande, reservar espado
para dla en cada llamada puede ser costoso (en tiempo y consumo de memoria). Para
solucionar este problema podemos, aunge su valor no sesamodificado, dedarar este parametro
por referencia (VAR A: ARRAY OF ELEMENTY ya que no Se aean nuevas copias con cada
llamada para este tipo de parametros.

11.4.2.2 Busqueda binaria recursiva

La busqueda binaria puede ser también fadlmente implementada de modo reaursivo. Si e
vedor estd ordenado en orden ascendente, €l algoritmo es el siguiente:

1) S buscamos un elemento en un vedor de tamafio cero podemos concluir que d
elemento noesta en éste

2) S e elemento que ocupa la posicion central del vedor coincide @n el buscado, o
hemos encontrado en la pasicion central.

3) Si el elemento buscado es menor que @ que ocupala posicion central del vedor, buscar
en lamitad izquierda del segmento.

4) En atro caso, buscar en lamitad derecha del segmento.
El siguiente subprograma implementa esta blsqueda reaursiva:

PROCEDURE BuscarBinaria ( A: ARRAY OF ELEMENTO;
Elemento : ELEMENTO) : | NTEGER
PROCEDURE BuscarEn ( A: ARRAY OF ELEMENTO;
Elemento : ELEMENTO,;

Primero, Ultimo : CARDI NAL ): | NTEGER
CONST
NOENCONTRADO = -1;
VAR
Central : CARDI NAL
BEG N

I F Primero > Ultimo THEN
RETURN NOENCONTRADO

ELSE
Central := (Primero + Ultimo) DV 2
I F A[Central] = Elemento THEN

RETURN Central
ELSI F A[Central] > Elemento THEN
RETURN BuscarEn(A, Elemento, Primero, Central-1)
ELSE
RETURN BuscarEn(A, Elemento, Central+1, Ultimo)
END
END
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Tema 11. Disefio d e algoritmos recursivos 13

BEH\R BuscarEn;

RETURN BuscarEn(A, Elemento, 0, H GHA))
END BuscarLineal;

En este cao, el tamafio cbl segmento donak redizar la busqueda queda reducido a la mitad en
cada llamada reaursiva. Las mismas consideradones de diciencia estudiadas para la busgqueda
lined reaursiva son aplicables a este dgoritmo.
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Relacion de problemas (Tema 11)

1.

El méximo comin dvisor de dos ndmeros enteros € puede definir con ayuda de las
siguientes propiedades elemental es:

med(a,b) = med' (|al,| b]),

mcd' (a,a) = a,

mcd' (a,0) = a,

mcd' (a,b) = med' (b, a),

mcd' (a,b) = med' (a—Db,b), s a>b
Escribe un programa reaursivo que cdcule d méximo comin dvisor de dos ndmeros
enteros usandolas propiedades citadas.

Sigue las llamadas redi zadas por €l algoritmo que disefies para cdcular el méximo comin
divisor de6y 32.

Observe que la Ultima propiedad del gercicio anterior permite reducir el cdculo del
maximo comun dvisor de dos nimeros a mismo problema pero con da ndmeros mas
pequefics, Uilizando mara dlo la operadon dferencia. Tal operaddn plede sustituirse por
el resto de la division entera, yaque si k es un dvisor de ay b (siendo a>b), entonces k
también es un dvisor del resto de ladivision ce a entre b:

mcd'(a,b) = med'(aMODb,b), s a>b

Dicho resto puede ser ceao, y en ese cao el maximo comun dvisor es el valor de b
(puesto que a seria un mdltiplo de b). Esta propiedad permite acéerar el método il
gercicio anterior.

Escribe un pograma reaursivo que cdcule d maximo comin dvisor de dos ndmeros
enteros usandolas propiedades citadas, junto conlas del gjercicio anterior.

Sigue las llamadas redi zadas por el algoritmo que disefies para cdcular e maximo comln
divisor de6y 32.

Escribe un pgrograma reaursivo que cdcule nimeros combinatorios teniendo en cuenta las
siguientes propiedades:

NN ) .
BﬁHzL sn=00s8 NEN

g : .
ELH: m sn=losn=m-1

EN N m—1D+[rn—1D
™ th-10"H n B
Sigue las llamadas que rediza d algoritmo para cdcular 5 sobre 2.

Escribe un programa reaursivo que cdcule la suma de los primeros N nUmeros pares
natural es.

Lafuncién ce Ackemannse describe del siguiente moda:
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2 Tema 11. Disefio de algoritmos recursivos

A(mn)=n+1 sm=0
A(mn) = A(m-11), sn=0
A(mn) = A(m-1, A(mn-1), sm>0yn>0
Esta funcion reaursiva es muy conccida porque aun paredendo muy simple da lugar a

cdculos muy complicados. Por jemplo la llamada A(2, 2) produce 27 llamadas reaursivas
paradevolver e valor 7.

Escribe un subprograma reaursivo que cdcule lafuncion de Acke mann para valores de m
y n dados. Utili za éste para escribir un programa que produzcala siguiente tabla:

m\n 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 5 7 9 11 13 15 17

Puede que nates que @ ordenador tarda un paco en cacular los ultimos valores de la tabla.
Esto noes extrafio ya que d cdculo de A(2, 6), pa gemplo, dalugar a 172.233llamadas
reaursivas.

NOTA: Paralaversion 1 ¢ TopSpead se produce un error al intentar evaluar A(3, n) si n
>7,A(4,n)sin>00A(mn)sim>4.

6. Escribe un programa reaursivo que lea un nimero entero pasitivo desde tedado y lo
escriba por pantalla en orden inverso (s seleel24se escribira 421).

7. Escribe un pograma reaursivo que cdcule la suma de las cifras de un nimero entero
positivo leido detedado.

8.  Escribir un programa reaursivo gque leaun nimero entero pasitivo expresado en base 10
desde tedadoy lo pase aotra base entre 2 y 10 también leida de tedado. No se mncce a
priori € nimero de dfras del nimero en la base destino, pa lo cua no se poda utili zar
unarray parair amacenandolas cifras cdculadas.

9.  Suporgamos que tenemos un adenador que solo trabaja mn nimeros naturales y para d
cual sblo existen dos funciones aritméticas:

PROCEDURE Suc(n: CARDI NAD: CARDI NAL

BEG N
RETURN n+1
END Suc;
PROCEDURE Pred(n : CARDI NAD :  CARDI NAL
BEG N
IFn=0 THEN
WrStr(“ERROR, nimero negativo”);
HALT
ELSE
RETURN n-1
END
END Pred;

Escribe los sguientes subprogramas de un modoreaursivo:

PROCEDURE Suma (a,b: CARDI NAD :  CARDI NAL
PROCEDURE Resta (a,b: CARDI NAD :  CARDI NAL
PROCEDURE Producto (a,b: CARDI NAD :  CARDI NAL

Informatica Facultad de Ciencias (Matematicas)



Tema 11. Disefio d e algoritmos recursivos 3

10.

PROCEDURE Cociente (a,b: CARDI NAD :  CARDI NAL

Teniendoen cuentalas sguientes propiedades:
Suma(a,0) =a
Suma(a,b) = Swe(Suma(a, Pred(b)), sibz0

Resta(a,0) = a

Resta(0,a) = ERROR, numero negativo
Resta(a,b) =0, ssa=b

Resta(a,b) = Resta(Pred(a), Pred(b)), sia#b

Producto(a,0) =0
Producto(a,b) = Suma(Producto(a, Pred(b)),a)

Cociente(a,0) = ERROR, division por cero

Cociente(a,b) = Swe(Cociente( Resta(a,b),b)), s a=b

Cociente(a,b) =0, sia<b

Reauerda que no puedes usar +, -, *, DI V 0 MOD en estos cuatro subprogramas.

Intenta deducir tu las propiedades de Resto(a,b) (valor del resto oltenido al dividir a por
b) y escribe d correspondente subprograma reaursivo.

Escribir un programa reaursivo que leauna calena de caaderes acadada en purto desde
el tedado y la imprima d revés por pantala. No se mnoce @ tamafio maximo de la
cadena apriori, pa lo cual el programa no poda dmacenar la calena en un array tal
como se valeyendo. Utili za ledura multi ple de datos (sin RdLn).

Nota: Hablamos de programa reaursivo cuando uili za subprogramas reaursivos.
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Relacién complementaria (Tema 11)

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Escribe un programa reaursivo que cdcule potencias enteras de numeros redes, usando
para dlolas sguientes propiedades:

a’® = 1
a" = a@"t' s n>0

a" = %Q s n<O0

Escribe un procedimiento reaursivo que escriba N saltos de lineapor pantalla, sendoN un
argumento de este subprograma.

Escribe un programa reaursivo que cdcule @ capital C, obtenido, situando el capital Cp a
interés compuesto duante n afios al interés anual r (expresado en pacentge). La
reaurrencia que permite cdcular C, es:

C, =C, [{1+r/100
C, =C, [{1+r /100

C,=C _,1+r/100

Obtén uraférmulano reaursiva para C, .Escribe un programa que cdcule C, a partir de C
y r utili zandola férmula obtenida.

Escribir un programa reaursivo que leaun nimero entero pasitivo expresado en base b
desdetedado (conb < 9) y lo pase abase 10. (Utili za d tipo LONGCARD)

Escribe una funcién reaursiva que devuelva é elemento de mayor valor en unarray de
enteros.

Escribe una funcion reaursiva que devuelva la suma de los valores almacenados en un
array de enteros.

Escribe una funcion reaursiva que devuelva d n-ésimo elemento de menor valor en un
array de enteros. Por ggemplo, si el array contienelosvalores12 7 3 9 1 5 2y n=1
devuelve 1, si n=2 devuelve 3, si n=5 devuelve 9y si n=28 se produce un error.

Informatica Facultad de Ciencias (Matematicas)



