TEMA | : COMPONENTES REUTILIZABLES DEL SOFTWARE. TAD: 98/99

TEMA 1: COMPONENTES REUTILIZABLES DEL SOFTWARE.
1.1 DISENO MODULAR Y COMPONENTES SOFTWARE.

El principal objetivo de lo que se conoce como Ingenieria del Software es producir
software de calidad. El ideal que siempre persigue un informatico es que sus programas sean
rapidos fiables, faciles de usar, legibles, modulares, estructurados, etc. Estas caracteristicas
describen dos tipos diferentes de cualidades software.

Por un lado estamos considerando propiedades como facilidad de uso y rapidez, que son
detectadas por los usuarios del producto, entendiendo por usuarios no sélo las personas que
interactdan con el producto final, sino aquellas que trabajan en su desarrollo y evolucion. Por otro
lado, existen caracteristicas inherentes al producto que s6lo son percibidas por profesionales de
la informatica, como modularidad o legibilidad. Esta diferencia en éeciéh de la ausencia o
presencia de una propiedad en el software nos permite distinguir entre factores de calidad
externos e internos. En el primer grupo podriamos incluir basicamente factores como correccion,
robustez, extensibilidad, reutéicion, compatibidad, transportabilidad, eficiencia, facilidad de
verificacion, integridad y fakdad de uso.

1.1.1 Aspectos de calidad del software.

Los factores que determinan la calidad del software pueden ser, pues:
- Externos: Los detectados por el usuario del producto: Correccion, robustez,
extensibilidad, compatibilidad, eficiencia, portabilidad, facilidad de uso y
verificacion, integridad, etc..
- Internos: Los percibidos soOlo por informaticos: modularidad, legibilidad,
mantenibilidad, reutilidad, facilidad de verdicion formal, etc..

Resulta claro que un mismo factor de calidad puede ser percibido por usuarios y
profesionales desde puntos de vista diferentes, y por tanto no pueden enmarcarse Unicamente en
una clase u otra.

También hay factores contradictorios, especialmente la eficiencia. Mientras mayor
eficiencia se desee en el espacio ocupado y en el tiempo de ejecucién, menor serd la legibilidad,
y por tanto menor la facilidad de mantenimiento, extensibilidad, etc.. No obstante, a pesar del caso
especial de la eficiencia, suele existir una relacion directa entre ambos tipos de factores, de manera
gue para conseguir los factores externos, los internos deben estar presentes.

Veamoslos someramente uno por uno.

CORRECCION (Externo)

Es la capacidad del producto software para realizar justamente aquello para lo que fue
creado, tal como quedd definido en los documentos de especificacion ymemies; en ningin
caso menos.

ROBUSTEZ.(Externo)
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Es la capacidad del producto software para poder funcionar incluso en condiciones fuera
de lo normal. Un caso tipico son los Sistemas en tiempo real, y los Sistemas tolerantes a fallos.
P. ej., cuando en Windows apareceéegor de proteccion generage trata de una falta de
robustez, puesto que, aungque el programa no se rompe, si impide proseguir la tarea, sin proponer
ninguna solucién ni intentar auto-solucionar el problema por si mismo. Esto es inadmisible p.e;j.
en un sistema de piloto automéatico en una aeronave.

Supodngase el estupor que le daria a un piloto de combate que en mitad de una lucha sin
cuartel, el sistema de control de misiles se parase por un error interno con el fEensd8..

FIABILIDAD. (Externo)

Es el grado en que un programa lleva a cabo sus funciones esperadas con la precision
requerida.

Depende del uso que se le vaya a dar. No debe ser igual la fiabilidad de un sistema de
lanzamiento de misiles militares, o de seguimiento de una orbita para un satélite, que el calculo
del espacio util en un edificio segun un determinado plano. Por tanto, la fiabilidad depende
principalmente de las especificaciones, y principalmente de kaccarn. También de la robustez,
con objeto de que al usuario no se le rompa el programa ni le aparezcan mensajes raros.

EXTENSIBILIDAD. (Externo)

Es la posibilidad de cambios y adiciones respecto de las espaoifies iniciales.

REUTILIDAD. (Interno)

Es la capacidad de los productos software para ser reutilizados, en su totalidad o en parte,
en otras aplicaciones, con la idea de evitar soluciones redundantes a problemas que ya se han
solucionado con anterioridad.

Asi, un programa debe agrupar en una serie de médulos aislados los aspectos dependientes
de la aplicacion particular, mientras que lasidades de que dcten uso deben ser lo
suficientemente generales como para ser utilizadas tal cual por otros productos. P.ej., el médulo
de apertura de un fichero en WordPerfect, se puede reutilizar en un programa de dibujo como
pueda ser el WPDraw.

De hecho, los programas escritos en lenguajes visuales (Visual C++, Visual Basic, Delphi,
OSF Motif), intentan explotar esto al maximo utilizando grandes librerias comunes: de cajas de
didlogo, de botones, barras de desplazamiento, y un sinfin mas de caracteristicas que hacen que
la mayoria de los programas bajo Windows tengan un interfaz comun. Para ello, hacen uso de
eventos y objetos, que constituyen un pasomas avanzado en la programacion, pero que carecen
de los formalismos matematicos de los tad'es que permiten asegurarse completamente de la
correccion.

COMPATIBILIDAD. (Externo)

Es la facilidad de los programas para combinarse entre si. También se puede ver como la
posibilidad de usar los resultados de un programa como entrada a otro.

La clave de la compatibilidad es la homogeneidad en el disefio y un consenso en las
convenciones sobre estandarizacion para las comunicaciones entre programas; en definitiva, la
reutilizacion de los formatos de blogues de informacion. Esta es una de las principales ventajas
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del entorno Windows, que inicialmente permitia el transporte de informacion de una aplicacion
a otra a traveés del portapapeles; esto se vio potenciado enormemente con la incorporacion de la
tecnologia OLE.

EFICIENCIA. (Externo e Interno)

Consiste en hacer el mejor uso posible del espacio de memoria disponible, a la vez que se
consiguen las ejecuciones mas rapidas. La eficiencia también es un aspecto interno, ya que hay
algunos aspectos, (como algunos casos de ocupacion temporal de memoria) que no pueden ser
detectados por el usuario.

PORTABILIDAD. (Externo)

Es la posibilidad de pasar de un programa de un ordenador a otro diferente. También se
puede entender como la posibilidad de pasar un programa disefiado bajo un S.O., a otro, lo cual
es mucho mas dificil cuanto mas pronunciadas sean las diferencias entre ambos S.O. (piénsese
p.ej. en el traspaso de un programa bajo DOS, al entorno grafico de Windows). Para ello, es
conveniente que lols programas no hagan uso directo de las caracteristicas propias de cada
maquina o S.O..

VERIFICABILIDAD. (Externo e interno)

Desde el punto de vista externo, es la facilidad para preparar ipnieced deaceptacion
de datos, y en general procedimientos para detectar fallos durante las fases de comprobacion y
verificacion. Depende principalmente del interfaz definido en la especificacion formal del
componente software, que comporta la vertiente interna de la verificacion

SEGURIDAD. (Externo)

Es la capacidad del software para proteger sus diferentes componentes (programas, datos
y documentos) contra accesos no autorizados.

INTEGRIDAD. (Externo)

Esta muy relacionado con la robustez. EI programa no debe corromperse por entradas de
datos excesivamente largas, o excesivamente complejas.

FACILIDAD DE USO. (Externo)

Es la facilidad para aprender a usar el programa: facilidad a la hora de introducir datos,
a la hora de interpretar resultados, recuperar errores en el uso, etc.. Para ello son muy utiles los
GUI (Interfaz Gréfica de Usuario).

—————Qr-—---

Entre todos estos factores debemos destacar los cinco primeros (correccion, robustez,
extensibilidad, reutilidad y compatibilidad) como claves, ya que reflejan las dificultades mas serias
en el desarrollo del software. No obstante, la eficiencia debe ser lo suficientemente satisfactoria
como para no hacer prohibitivo el uso de un programa.
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Si nos centramos en los factores de Extensibilidad y Rewatdin, vemos que el primer
paso a seguir para alcanzarlos endalularizaciordel software (factor de calidad interno).

La modularizacion se puede entender como la construccién de grandes programas por
medio de la unidn de pequefias piezas de codigo, llasaotaginas, que suponia unprimer paso
de la programacion estructurada avanzada. No obstante, el principal problema de las subrutinas
es que carecen de una interfaz de E/S claramente definido, y, en cualquier caso, no poseen los
controles de validacion y coherencia de tipos entre parametros formales y reales en las llamadas.
Por tanto, esta técnica no implica beneficios grandes a menos que los médulos sean autbnomos,
coherentes y estén organizados en arquitecturas robustas. Deben tenerse en cuenta criterios como
la capacidad de composicion y descomposicidon que poseen los moédulos, la comprension y
legibilidad que ofece cada mddulo por separado, la proteccion,_y lailesd{pequerios
cambios en los requerimientos no deben involucrar un gran cambio en el disefio), etc..

1.2 TIPOS ABSTRACTOS DE DATOS.

TIPO DE DATOS: Es un conjunto de estados o valores permitidos, junto con las
operaciones que trabajan sobre tales estados, cuando pertenecen a ese tipo concreto.

Esto es asi porque un mismo estado puede pertenecer a tipos diferentes; p.ej., el n° 4,
puede ser un entero, un real, un complejo, un racional o un natural.

El usuario puede construir sus propios tipos de datos en un lenguaje determinado,
mediante las construcciones sintacticas que se le den para ello.

Asi, las estructuras de datos se crean usando _construstededinidos, (de especial
utilidad son los registros y matrices), junto con los tipos que suministra el lenguaje: REAL,
INTEGER, CARDINAL, BOOLEAN, etc.. Los tipos de datos definidos por el usuario también
se pueden usar para crear otras estructuras de datos mas complejas. Ej.:

TYPE
Persona = RECORD
Nombre : ARRAY [0..23] OF CHAR,;
Apellidos : ARRAY [0..29] OF CHAR;
DNI @ ARRAY [0..9] OF CHAR;
END:;
VAR

Censo : ARRAY [1..1000] OF Persona;

La variable Censo es una estructura mas compleja formada sobre otra (Persona), definida
por el usuario.

Un TIPO ABSTRACTO DE DATOScermite la construccion de casi cualquier tipo de
datos, atendiendo solo a criterios de comportamiento, y sin relacionarlo para nada con la
representacion subyacente que nos permita su puesta en ejecucion segun las funcionalidades
particulares que un lenguaje de programacion dado nos pueda sumiistbjetivo es hacer
referencia a una clase de objetos (conjunto de estados) definidos paspaeificacion
independiente de la representacion. La implementacion del tipo se oculta al usuario del
programa.

La diferencia entre Tipo de Datos y T.A.D. es que el TAD se centra solo en el
comportamiento, no en la implementacion. Es algo asi como una caja nhegragDé&g ed el
cOmQ aungue por supuesto, el dighe que ser viable. Asi, se pueden utilizar diferentes oémos
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dando al programador la potestad para seleccionar el que mas le convenga, pero sin alterar en
ningin momento el comportamiento del TAD, ni, por supuesto, su interfaz con el exterior, que
sera siempre el mismo, (ya que formalmente se trata del mismo tipo de datos). Asi pues, la
separacion de la especificacion de la implementacion de un TAD permitiria la existencia de varias
implementaciones equivalentes, dandole al programador la posibilidad de cambiar la
implementacion sin que esto tenga ningun efecto en el resto del sistema.

Juegan un papel muy importante en el desarrollo de software seguro, eficiente y flexible,
ya que cuando usamos un TAD definido por otro programador, podemos concentrarnos en las
propiedades deseadas de los datos, y en la funcionalidades que nos suministran. Por cuestiones
de Correctitud y fiabilidad, es muy importante la correcion formal de un TAD; también hay que
prestar especial atencion a la definicion formal en el caso de precondiciones an6malas por
cuestiones de Robustez.

Nosotros vamos a utilizar una notacién formal para especificar el comportamiento de los
TADes.

La primera ventaja que se consigue usando TADes en el disefio de programas es que
conllevan el conseguir programas estructurados y modulares. Este tipo de modularidad asegura
gue las tareas logicas y los datos se agrupan para formar un médulo independiente cuya
especificacion funcional es visible a otros programas que lo usan. Estasi@pdis no necesitan
informacién detallada de cémo estan implementadas las tareas y los datos. Esto hace que podamos
implementar estas operaciones y tipos de datos de diferentes formas, siempre que se ajusten a las
especificaciones. Esta separacion de especificaciones e implementacion asegura que muchas
decisiones de disefio, como eficiencia, consenso entre velocidad y ocupacion de memoria, etc.,
puedan tomarse en una etapa posterior, cuando se ha probado que las propiedades légicas de los
tipos de datos y sus operaciones satisfacen la aplicacion. Para todo ello es muy util la
compilacion separadaque nos permite verificar la correccion de los interfaces definidos, antes
de proceder a la implementacion propiamente dicha de los TADes.

1.3 FORMALISMOS PARA LA ESPECIFICACION DE T.A.D.ES.

Las propiedades de los tipos INTEGER o BOOLEAN son bien conocidas. Sin embargo,
en el momento en que intervienen otros tipos de datos, como pilas, listas, arboles o grafos, cuyo
comportamiento y propiedades no son tan bien conocidos, es necesario disponer de definiciones
adecuadas para las operaciones sobre dichos tipos, y, en general, sobre cualquier otro que se vaya
a utilizar en un programa, de manera que se permita:
- Usar dichas operaciones en los disefios, o sea, poder usarlos aunque se carezca de la
implementacion.
- Establecer precondiciones y postcondiciones sobre las estructuras de ese tipo, con objeto
de fijar el comportamiento de los programas que hacen uso de ellos, y verificar los disefios
gue se deben ajustar a dichos comportamientos.

Para ello, es necesario emplear una herramienta matematica cuya exactitud no dé lugar a
ambiguiedades a la hora de entender el funcionamiento de una determinada operacion.

La especificacion formal mas ampliamente extendida esplecificacion algebraicague
constituye un caso particular de las especificaciones axiomaticas, y que usaremos de forma
intensiva a lo largo del curso.
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El concepto bésico esgaesentacion que no es mas que un compendio de simbolos (al
que se llamaignatura; estos simbolos representan operaciones y combinaciones entre ellas), que
se pueden combinar de una forma determinada , y un conjunto de ecuaciones que permiten
especificar la relacién de equivalencia entre los simbolos obtenidos en base a la signatura, lo que
da lugar a un conjunto cociente formado por una serie de clases de equivalencia, que agrupan a
los términos lexicograficamente distintos, pero semanticamente iguales.

Asi, para definir un tipo T se tendran una serie de operacidaéds forma:
f: To XX Ty, —— Ty x..x T, connm O,

gue representa la signatura (convencion de signos a emplear); ej.:
Suma: N x N N
OR:BxB B

dondeN y B son los Dominios, que pueden ser diferentes del TAD que estemos definiendo; ej.:
Re,Im:C—— R
C representaria a los numeros Complejd?,aylos reales.

Las ecuacionegue definen el comportamiento de las operaciones, en base a variables
pertenecientes a un cierto dominio. Ej.:

OR(a, b) == NO(AND(NO(a), NO(b)))

El papel de las ecuaciones es establecer identificaciones entre términos lexicograficamente
distintos, pero que denotan el mismo valor semantico, de manera que los términos equivalentes
se puedamneducir a una Unicdorma canonica representante de una clase de equivalencia.

Por tanto, mas que ecuaciones, podriamos considerarlas reducciones, pues su utilidad
principal es llegar a formas candnicas de representacion de los diferentes estados del TAD; tales
reducciones se efectian siempre de izquierda a derecha. No obstante, estas ecuaciones también
nos serviran para hacer demostraciones por induccion; en tales casos no distinguiremos entre
parte izquierda y parte derecha de la ecuacion.

Veamos un ej. para entender esto. Sea la siguiente especificacion formal para describir el
comportamiento de los numeros Naturales:
tipo N (*Naturales*)
Operaciones

0:— N
suc: N N
suma: N x N N

Ecuacionesa,b:N
suma(suc(a), b) == suc(suma(a, b)) <<1>>
suma(0,b) ==

Esta especificacion por si misma no es nada. Ahora bien, nos damos cuenta de que
podemos establecer una biyeccién entre los términos candnicos de la misma, y los nimeros
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naturales.

Asi pues, las formas candnicas sdnsuc(0), suc(suc(0)), suc(suc(suc(0O@jc., que
podemos asociar a los nimeros naturales 0, 1, 2, 3, etc.. Notese que la especificacion de los
ndmeros naturales pares seria exactamente igual: 0-0, suc(0)-2, suc(suc(0))-4, etc.. O sea, por un
lado tenemos que distinguir entre los garabatos que escribimos, y los conceptos que queremos
representar. La potencia aparece cuando podemos establecer una relacion entre ambos elementos,
ya gue los garabatos y las reglas formales por las que se rigen, nos permiten descubrir y demostrar
propiedades de los conceptos.

Las algebras que usaremos tienen las siguientes caracteristicas:

- Son algebras generadas por términos (los estados se representan por aplicaciones
sucesivas de diferentes funciones u operaciones). Las operaciones que conforman las formas
canonicas se llamaperaciones generadorasen el e]. anterior, las funciones generadoras serian
la funcién constante,(/ lafuncion suc()

- Son algebras con el mayor numero posible de valores (términos distintos), mientras no
se diga lo contrario a través de las ecuaciones.

Si en la especificacion anterior no hubiésemos indicado <<1>>, se tendria que:

suma(0, suc(0)3 suc(0)
lo cual es incorrecto con respecto a la semantica que queremos dar a esta presentacion.

Las especificaciones que se obtienen de este modo se dice quetiefsiabstractos
de datos(TADes); las implementaciones que de ellos se hagantgswérde datosconcretos.

1.3.1 Estilo constructivo.

Para la creacién de los estados o valores que puede tener un TAD, vamos a considerar el
estilo constructivo, yales valores los vamos a genemapartir de la presentaciocpmo la
aplicacion sucesiva de un subconjunto de las funciones definidas, a las que vamos a llamar
funciones generadoras del tipo en cuestién el caso de los niUmeros naturales, las funciones
generadoras son la funcion constante 0, y la primitiva suc().

Entre las operaciones que soporta un TAD, hay que diferenciar ergrendivas (o
de enriquecimiento), que son inherentes al propio tipo, y cuya espaoifi es imposible si no
se conoce la construccion de los términos finales o formas candnicas, y el resto de operaciones
(lamadagderivadas), que puede construirse solo a través de primitivas. Esta distincion es muy
importante a la hora de implementar el tipo. Una operacién primitiva debe formar parte
obligatoriamente del modulo de programa que conoce la estructura de datos interna que
representa al tipo; sin embargo una operaciéon derivada puede formar parte de una biblioteca de
nivel superior, que desconozca dicha estructura, y que opere exclusivamente a través de las
operaciones que suministra el modulo del tipo. Algunas veces, por cuestiones de eficiencia, las
operaciones derivadas también se incluyen en el médulo principal (en lugar de en una biblioteca
separada), para que hagan un uso mas efectivo de las estructuras que componen al tipo.

A veces, las operaciones derivadas también se incluyen como parte del TAD, con objeto
de aumentar la potencia del juego de operaciones suministrado por el TAD.

Asi, el método constructivo de un tipo T consiste formalmente en:

7
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- Dividir las operaciones en:

* Constructores o Constructivas: Aquellas que como resultado dan un
valor de tipo T (denotaremos por T el Dominio del TAD que estamos definiendo),
y, posiblemente informacion de tipo adicional.

Caso especial son las constantes, en las que no hay dominio de partida.

Las generadoras son un caso particular de los constructores.

* Selectores: Partiendo de un valor de tipo T, y posiblemente informacion
adicional, producen informacion relativa a la entrada, pero en ningln caso esta
salida debera ser del tipo T.

* Auxiliares: Tienen la misma forma que el resto de operaciones de la
signatura. Sin embargo,las pondremos agrupadas aparte para indicar que sélo
sirven de apoyo a la especificacion, no tienen porgué implementarse, y, sobre
todo, el usuario no tendra conocimiento de ellas en ningan caso, ya que le dan
informacién innecesaria que puede poner en peligro la integridad del tipo.

- Buscar G (conjunto de operaciones generadoras), de manera que cualquier valor del
TAD tenga una representacion en base a f perteneciente a G , muy probablemente
aplicadas reiteradamente un namero finito de veces. (Los naturales se obtienen como
aplicacion reiterada de suc() sobre la constante 0.

Asi, el resultado de cualquier otra operaciéon, que tenga como recorrido a T, se
tiene que poder representar solo en base a funciones de G . Los términos generados de
esta forma pueden denotar siempre valores distintos, con lg.que G , séaimiliadibre
de generadore® puede ocurrir que varios términos denoten un mismo valor del tipo T.

O sea, cuando aplicaciones sucesivas de funciones de G dan lugar a valores siempre
diferentes (irreducibles, esto es, no es posible efectuar reducciones de ningun tipo), se dice
que G es untamilia libre de Generadores Véanse p.ej. los nUmeros enteros.

Para cada tipo es muy importante determinar 4n G lo mas reducido posible (y
libre, lo cual en algunos casos es imposible), pues de esta forma se simplifica el nimero
y complejidad de las ecuaciones que definen las operaciones primitivas.

A los generadores no se les asocia ninguna informacién semantica (no aparecen
a la izquierda de ninguna ecuacion), a no ser que la familia de que forman parte no sea
libre, como en el caso de los nUmero enteros, donde los generadores son 0, suc() y pred(),
y a pesar de ello se tienen las ecuaciones:

pred(suc(n)) ==

suc(pred(n)) ==

El resto de las operaciones se deberan especificar por completo de forma
constructiva, en base a los generadores (deben dar lugar siempre a una forma canonica,
constituida solo por funciones generadoras).

Asi, cada valor del TAD debe tener una Unica representacion en base a funciones

de G..
Por otro lado, las presentaciones que establezcamos deben ser completas y correctas:

- Completas: Cuando se define una funcion nueva sobre el TAD en cuestion, hay que
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considerar todas las formas candnicas que ese TAD pueda tomar. Asi, en el caso de los
naturales, no podriamos haber desechado <<1>>, porque es donde consideramos el Unico
valor de TAD que no empieza por sug(

Esta completitud viene derivada de la semantica asociada al tipo que estamos
definiendo. La completitud también implica que tras aplicar una operacion a una forma
canonica, se pueda reducir siempre a otro término formado exclusivamente por
generadores.

- Correctas (Consistente): Una misma operacion no puede dar lugar a dos formas
canodnicas diferentes, y por tanto semanticamente diferentes, ya que segun hemos dicho,
estamos ante algebras en las que todos los términos son diferentes mientras no se
demuestre lo contrario (mientras no se puedan reducir a una forma comun mediante las
ecuaciones). O sea, no posee contradicciones.
Ej.:

suma(suc(a), b) == suc(suma(a,b))

suma(a, suc(b)) == suc(suc(suma(a,b)))

suma(0, 0) ==

suma(a,b) == suma(b,a)

Con las tres primeras ecuaciones, estamos diciendo que el comportamiento de la
operacion suma es: suma(a, b)=a+2b. Por tanto, especificar la propiedad simétrica (a
través de la 42 ecuacion), establece que para cualquier a, b: a+2b=b+2a, lo cual puede ser
verdad en algun algebra que nos inventemos, pero resulta un disparate cuando hablamos
del comportamiento de los nimeros naturales.

Notese la importancia de las constantes, ya que las formas candnicas se forman de manera
recursiva, y como en toda recursion, es necesario que se produzca un paso final, o definicién
directa que dé un valor base sobre el que construir ff.cc. mas complejas mediante vuelta atras
(backtracking).

A poco que el tipo que estemos definiendo se complique, apareceran no sélo operaciones
totales (definidas para cualquier valor de su dominio), sino taropiéraciones parciales
definidas Unicamente para ciertos valores de su dominio, valores que en general quedan
englobados en un subconjunto del dominio, que cumple ciertas propiedades que quedan
identificadas a través de un predicado. Asi, en un nuevo apartado de nuestras especificaciones,
indicaremos lagrecondicioneso predicados que deben satisfacerse para poder aplicar una de
estas operaciones parciales. En la definicion de ecuaciones que explique el comportamiento de
esa funcion parcial se omitiran aquellas formas candnicas que se salen fuera del dominio de la
operacion parcial de que se trate. Ej.:

pre resta resta(m, suc(s)) : not (m=0)

resta(m, 0) ==
resta(suc(m), suc(s)) == resta(m, s)

1.3.2 Especificaciones de algunos tipos simples.

Vamos a estudiar a continuacion los siguientes tipos simples:

- Booleano (L&gico).
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- NUmero natural.
- NUmero entero.
- Namero complejo.

1.3.2.1 BOOLEANO.

El tipo correspondiente al algebra de Boole de los valores l6gicos, se puede especificar
de manera directa dando las constantes V y F, que constituyen por si solas un conjunto libre de
generadores. el resto de las operaciones se definen en funcién de estas constantes. El resto de
operaciones se define en funcién de estas constantes.

tipo B (* Booleano *)
generadores

V,F. — B
constructores

not: B

and, or: BxB

> <> BxB
ecuacionesb:B

not(V) ==

not(F) ==

and(V, b) ==

and(F, b) ==

B

(1) ‘[’; ((Z?,if } or(a,b)=not (and (not (a)not (b))  (2)

->(a,b) == or(not(a), b)
<->(a, b) == and(->(a, b), ->(b, a))

NOTA: Si optamos por la opcion (2), entonces las operaciooieg and son_operaciones
primitivas o sea, que se hallan definidas directamente en funcion de los términos finales o formas
canonicas, que en este caso son solamente dos constantes. La opcidon (2) no es mas que la

equivalencia:aub=anb .

Asi, or, -> y <-> son operaciones derivadas de las anteriores.

Obsérvese gue en este caso, todos los valores del tipo (Booleano en nuestro caso) estan
definidos mediante operaciones constantes. Hay muchas situaciones en las que los valores se
especifican mediante una secuencia enumerada de identificadores u operaciones constantes, como
puede ocurrir por ejemplo con los dias de la semana. En estos casos, cada valor independiente
vendra dado por una operacion constante cuyo dominio es, por tanto, inexistente, y cuyo rango
es el del tipo que se define. El caso de los niUmeros de la semana quedaria:

tipo Dia
dominios B
generadores
L,M X, J,V,S,D: —— Dia
selectores
EsFinDeSemana: Dia— B

10



TEMA | : COMPONENTES REUTILIZABLES DEL SOFTWARE. TAD: 98/99

ecuaciones
EsFinDeSemana(L) ==
EsFinDeSemana(M) ==
EsFinDeSemana(X) ==
EsFinDeSemana(J) ==
EsFinDeSemana(V) ==
EsFinDeSemana(S) ==
EsFinDeSemana(D) ==

Es interesante observar como a medida que la cantidad de valores enumerados crece,
aumenta el nimero de ecuaciones necesarias para efectuar la especificacion, ya que si los valores
no pueden especificarse de forma recursiva, tampoco puede especificarse recursivamente el
comportamiento de las operaciones que trabajan con ellos. P.ej. si queremos especificar una
operacion que nos dice si dos dias son iguales o no, se tendria:

selectores
=: Dia x Dia—— B

ecuacionesa, be Dia

~(a, b) == =(b, a)

:(L, |_) == :(M’ V) == :(J, S) ==
:(L, M) == :(M, S) == :(J’ D) ==
:(L, X) == :(M’ D) == :(V, V) ==
:(L, J) == :(X, X) == :(V, S) ==
:(L, V) == :(X, J) == :(V, D) ==
:(L, S) == :(X, V) == :(S’ S) ==
:(L, D) == :(X, S) == :(S’ D) ==
:(M, M) == :(X, D) == :(D’ D) ==
:(M’ X) == :(J’ J) ==

:(M, J) == :(J’ V) ==

Véase como la primera ecuacion denotra la propiedad conmutativa de la ope@on
estamos definiendo. De no indicar esta ecuacion, y si queremos que esta operacion sea coherente
con nuestro concepto de igualdad entre los dias de la semana, seria necesario no solo indicar,
p.ej., que =(L, V) == F, sino también que =(V, L) == F; y asi con todas las demas. Vemos pues,
gue la propiedad conmutativa nos evita la especificacion de montones de ecuanilamnes. s

1.3.2.2 NUMERO NATURAL.
Especificamos el tipo correspondiente al algebra de los nimeros naturales por recursion,
partiendo de los generadores 0 y suc(), con los que se definen todos los valores distintos del tipo,

y enriquecemos con las operaciones aritméticas y las relaciones de orden e igualdad.

tipo N (* Natural *)
dominiosN, B

generadores
0: — N
suc: N—N
constructores

11
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suma, productoN XN —— N

restaN xN —— N
selectores

<=, =:NxN B
precondiciones m,se N

resta(m, s): <=(s, m)
ecuacionesn,nN

<:(0’ n) ==

<=(suc(n), 0) ==

<=(suc(n), suc(m)) == <=(n, m)

=(n, m) == and(<=(n, m), <=(m, n))

suma(0, m) ==

suma(suc(n), m) == suc(suma(n, m))

producto(0, m) ==

producto(suc(n), m) == suma(m, producto(n, m))

resta(n, 0) ==

resta(suc(n), suc(m)) == resta(n, m)

NOTA: Aqui se observa la aparicion de una funcién u operacion parcial gestano esta
definida para cualquier conjunto de valores de sus argumentos. Para dejar constancia de cuando
se puede proceder a su calculo, se incluye un apartado de precondiciones, en el que se indica el
aserto (operacion que se debe verificar siempre), antes de la ejecucion de esa operacion. A tal
aserto se le llamarecondicion.

Aunque no lo usaremos por ahora, también es muy Util el conceptsidendicion que
no es mas que un aserto para después de la ejecucion de una determinada operacion.

1.3.2.3 NUMERO ENTERO.

Especificamos el tipo correspondiente al algebra de los nimeros enteros por recursion,
partiendo de la constante 0 y de las operaciones suc y pred, que definen todos los valores distintos
del tipo y cuya combinacion no genera valores nuevos, por lo que, a diferencia de los que ocurre
con los nimeros naturales, estos generadores no son libres, sino que existe una dependencia entre
ellos que figurara entre las ecuaciones de la especificacion.

tipo Z
dominiosZ, B, N
generadores
0: — Z
suc, pred: Zz—— Z
constructores
suma: Z x Z
resta: Zx Z
producto: Z x Z
auxiliares
nro_pred_y suc: Z—— N xN
sucl, suc2N xN —— N x N
selectores
<=,=1ZxZ

V4
V4

Z

B

12
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ecuaciones n,me Z

(1) pred(suc(n)) ==

(2) suc(pred(n)) ==
resta(n, 0) ==
resta(n, suc(m)) == pred(resta(n, m))
resta(n, pred(m)) == suc(resta(n, m))
suma(n, m) == resta(n, resta(0, m))
producto(n, 0) ==

producto(n, suc(m)) == suma(n, producto(n, m))
producto(n, pred(m)) == resta(producto(n, m), n)

nro_pred_y suc(0) == (0, 0)

nro_pred_y suc(suc(n)) == suc2(nro_pred_y_suc(n))
nro_pred_y suc(pred(n)) == sucl(nro_pred_y suc(n))

sucl(n, 0) == (suc(n), 0)

sucl(n, suc(m)) == (n, m)
suc2(0, m) == (0, suc(m))
suc2(suc(n), m) == (n, m)

(3) <=(n, m) ==<#nro_pred_y_suc(resta(m,n)))

=(n, m) == and(<=(n, m), <=(m, n))

NOTA: En este ejemplo se introduce el concepto de operacion auxiliar. Una operacion auxiliar

es una funcionalidad (posibilidad dader algo) que permite especificar con mayatidad una

determinada operacion.

En este caso surge el problema de que los parametros de entrada a la funcion
Z, puede ser cualquier sucesion de funciones suc() y pred(); sin embargo, este par
de generadores no son libres, como se desprende de las ecuaciones (1) y (2), o sea, hay ciertas

<=7x7

combinaciones entre ellos, que denotan al mismo término o forma candnica.
La operacion nro_pred_y suc(}:Z—  NxN, devuelve un par de nurertoisales que

no es mas que el nimero normalizado de operaciones pred() y suc() que constituyen a un Entero
(uno de los dos valores sera 0). Asi pues, la operacion <=() de la parte derecha de (3), no es la
gue estamos definiendo en esta especificacion algebraica, sino la que definimos en el apartado
anterior para los nimeros naturales. La confusion radica en que poseen el mismo nombre.

1.3.24 NUMERO COMPLEJO.

En este apartado vamos a estudiar los nimeros complejos, cuyas caracteristicas merecen

ser comentadas independientemente.

tipo C (* Complejo *)
dominiosZ, C
generadores

complejo: Z x Z
constructores

suma, resta, product@:xC —— C
selectores

real, imaginariaC
ecuaciones 1y, iy, f, i,eZ

real(complejo(y ,4i)) ==

imaginaria(complejor ,i)) ==i

C

Z

13
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suma(complejo(r ,;i ), complejofr, i)) ==
complejo(suma(r ,,r ), suma(i, i))
resta(complejogr ,;i ), complejofr, i)) ==
complejo(restafr ,,r ), resta(i, i))
producto(complejogr ,i ), complejofr, i)) ==
complejo (
resta(producto(r ,,r ), productg(i, i)),
suma(producto(r ,i), producte(i, r))

)

Como puede observarse, en este caso, existe un unico generador (llamado complejo), para
obtener cualquier término candnico del tipoa diferencia de los casos anteriores, en los que
existia un generador constante, el 0, a partir del cual se iban construyendo el resto de los valores
mediante la adiciébn de una nueva operacion.

Este hecho nos hace poder considerar a cualquier valor de ¢gmo un par de valores
de tipo Z, lo cual coincide hasta cierto punto con nuestro concepiegidéro propio de
cualquier lenguaje de programacion. Por otro lado, todo tipo registro al que estamos
acostumbrados, posee operaciones que permiten:
1.- Construir un registro a partir de valores de cada uno de sus componentes.
2.- Extraer el valor de cada uno de sus componentes.

De esta manera, si consideramos el @ipgomo un registro, la operaci@omplejo se
encarga del primer punto, mientras que las operacieaésimaginaria se encargan de extraer
los valores de los componentes, tal y como exige el segundo punto.

Siguiendo este mismo esquema podemos construir cualquier tipo registro que se nos
antoje. P.ej., supongamos que deseamos un registro llamado MiRegistro que posee dos campos
de tipo boolean, otro campo de tipo natural, y un Gltimo campo de tipo complejo. Supongamos
gue queremos llamar a dichos campos U, V, X e Y respectivamente. La especificacion seria:

tipo MiRegistro
dominiosB, C, N

generadores

miRegistro: B x B XN x C MiRegistro
selectores

U, V: MiRegistro —— B

X: MiRegistro —— N

Y: MiRegistro C

ecuaciones b, b,eB,neN,ceC
U(miRegistro(h , b, n, c)) ==/
V(miRegistro( , b, n, €)) ==p
X(miRegistro(l , B, n, c)) ==
Y(miRegistro(R , b, n, c)) ==

Asi, la construccién de un registro pasa por crear un generador que admite como

parametros los valores de cada uno de los campos, y por crear tantos selectores como campos
haya; cada selector extraera uno de los valores del registro.

14
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1.4 REQUISITOS DE LOS LENGUAJES PARA LA
ESPECIFICACION DE TAD.

La programacion estructurada (eliminacion de la sentencia go to), la encapsulacion de
datos (el uso de modulos para agrupar procedimientos relacionados), yalecabstie datos
(el uso de tipos de datos junto con los procedimientos de manipulacion correspondientes bien
definidos), juegan un papel de fundamental importancia en la produccion de software correcto.

14.1 Pascal.

Pascal es un lenguaje estructurado que posee algunas facilidades paracieiG@bstr
- Nos da la posibilidad de ocultar una implementacion dentro de jproeetths, asi como
efectuar desarrollo descendente por refinamientos sucesivos.
- Permite crear nuestros propios tipos de datos:
* Posibilidad de definir y manipular registros.
* Posibilidad de definir tipos de datos nuevos a partir de los ya existentes:
enumerados, conjuntos, etc..

1.4.2 Modula-2 y Ada.

Afaden a las caracteristicas del Pascal, las siguientes posibilidades:

- Encapsulamiento y ocultacion de la informacion. Permiten separar los modulos de
definicion de los de implementacion, separando por tamfoéaiielcomo. Asi pues, es
posible ocultar la implementacion de un T.A.D.. Los procedimientdeso a un TAD
aparecen en el médulo de especificacion comeasahs de procedientos, sirviendo de
interfaz con el modulo de implementacion.

- Compilacién separada. Permite la comprobacion (especialmente de tipos), de los
interfaces definidos sobre un TAD determinado, antes de proceder a su implementacion,
evitando rectificaciones innecesarias en los modulos de implementacion.

- Incorporan el tipgrocedimientoque es muy util en el concepto itkradores. Un

iterador es una operacion que permite procesar cada uno de los elementos que integran
una estructura mas compleja. Este procesamiento viene dado precisamente por un
parametro de tipprocedimientajue es el encargado de alterar el estado o valor de cada
uno de los componentes.

Es necesario indicar en este punto, que los TADes que veremos en capitulos
posteriores, consisten Unicamente en establecer relaciones mas o menos complejas entre
elementos de otro tipo llamadipo base El iterador actia sobre cada uno de los
elementos del tipo base que integran la estructura compleja.

- El tipo opaco, que permite dar al programador la posibilidacckr luso de un tipo sin
conocer para nada su estructura. En Ada, los tipos opaco pueden ser de varios tipos segun
se puedan efectuar sobre ellos operaciones como la igualdad, etc..

- Ada también permite el uso de genéricos, que no son mas que TADes incompletos en
los que falta el tipo base. Para poderlos utilizar, debenstanciadosusando como
parametro un tipo base.

15
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1.4.3 Lenguajes orientados a objetos.

Un paso mas en la abstraccion de datos, nos lleva a los lenguajes de programacion
orientados a objetos, tales como Smalltalk, C++, Eiffel, Beta, Java, etc..

En la metodologia orientada a objetos, un objeto no es mas que un conjunto de datos
privados (cuyos valores dan lugar al estado del objeto), y unas operaciones para acceder y
procesar los datos.

Algunos conceptos interesantes son:

- Mensaje: Se llama asi a la llamada a la operacion que permite procesar un objeto.

- Método: Es la implementacion oculta de cada operacion.

- Herencia. Una clase de objetos puede heredar caracteristicas y operaciones de otra clase
mas general.

- Polimorfismo. Un objeto definido de tipo general puede, en realidad, estar referenciando
a cualquiera de los que de él heredan.

- Vinculacién dinamica. Cuando se envia un mensaje a un objeto polimaorfico, se elige en
tiempo de ejecucion qué version del método se va a ejecutar.

1.5 COMPLEJIDAD DE LOS ALGORITMOS .

Normalmente hay muchos programas o algoritmos que pueden resolver una misma tarea
0 problema. Es necesario, por lo tanto, considerar los criterios que podemos usar para determinar
cual es la mejor de las posibilidades en cada situacion. Estos criterios pueden incluir caracteristicas
de los programas tales como documentacion, portabilidad, etc. Alguno de estos criterios puede
ser analizado cuantitativamente, pero en general, la mayoria no pueden ser evaluados con
precision. Puede que el criterio mas importante (después de la correccion, por supuesto) es el que
es normalmente conocido como eficiencia. Informalmente, la eficiencia de un programa es una
medida de los recursos de tiempo y espacio (memoria 0 almacenamiento secundario) que se
requieren en la ejecucion. Es deseable, por supuesinizainestas cantidades tanto como sea
posible. Antes de poder cuantificar esto es preciso desarrollar una notacion rigurosa para poder
analizar los programas.

El tiempo y el espacio requeridos por un programa medidos en segundos de tiempo de
computador y en nimero de bytes de memoria es muy dependiente del ordenador usado. Por esto,
debemos buscar medidas mas simples y abstractas, que sean independientes del ordenador real.
Este modelo abstracto puede servir como base para comparar diferentes algoritmos. En la practica
nos interesa saber la forma en que se comporta el tiempo y el espacio empleado en funcion del
tamafo de la entrada.

Objetivos a la hora de resolver un problema:

- Algoritmo facil de entender, codificar y depurar.
- Uso eficiente de los recursos del computador y, en general, que se ejecute con la mayor
rapidez posible.

Para programas que se ejecutan una o pocas veces el primer objetivo es el mas importante.
Si se va a ejecutar muchas veces, el coste de ejecucion del programa puede superar con mucho
al de escritura. Es mas ventajoso, desde el punto de vista econdmico, realizar un algoritmo
complejo siempre que el tiempo de ejecucion del programa resultante sea significativamente
menor que el de un programa mas evidente. Y aun en situaciones como esa, quizas sea
conveniente aplicar primero un algoritmo simple, con objeto de determinar el beneficio real que
se obtendria escribiendo un programa mas complicado. En la construccion de un sistema
complejo, a menudo es deseable aplicar un prototipo sencillo en el cual se puedan efectuar
simulaciones y mediciones antes de dedicarse al disefio definitivo.
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1.5.1 Medicién del tiempo de ejecucion de un programa

El tiempo de ejecucion de un programa depende de factores como:
- Los datos de entrada del programa,
- La calidad del codigo generado por el compilador utilizado para crear el programa objeto,
- La naturaleza y rapidez de las instrucciones de maquina empleadas en la ejecucion del
programa, y
- La complejidad de tiempo del algoritmo base del programa.

El hecho de que el tiempo de ejecucion dependa de la entrada indica que el tiempo de
ejecucion de un programa debe definirse como una funcion de la entrada. Por ejemplo, en
algoritmos de ordenacion, cuanto mayor sea el numero de elementos a ordenar, mayor sera el
tiempo necesario.

Se acostumbra a denominar T(n) al tiempo de ejecucion de un programa con una entrada
de tamanm. Por ejemplo, algunos programas pueden tener un tiempo de ejecucion f(n)=c-n,
dondec es una constante. Las unidades de T(n) se dejan sin especificar, pero se puede considerar
a T(n) como el ncemero de instrucciones ejecutadas en un computador idealizado.

Para muchos programas, el tiempo de ejecucion es en realidad una funcion de la entrada
especifica, y no solo del tamafio de ésta. En este caso se define T(n) como el tiempo de ejecucion
del peor casees decir, el maximo valor del tiempo de ejecucion para entradas de tamafio

También suele considerarsg T (n), el valor medio del tiempo de ejecucion de todas las
entradas de tamaiio Aunque T, (n) parece una medida méas razonable, a menudo es engafioso
suponer que todas las entradas son igualmente probables. Ademas, en la practica casi siempre es
mas dificil determinar el tiempo de ejecucion promedio que el del peor caso, pues el analisis se
hace intratable matematicamente hablando, y la nocién de entrada prpoestkocarecer de un
significado claro. Asi pues, se utilizara el tiempo de ejecucion del peor caso como medida
principal de la complejidad de tiempo, aunque se mencionard la complejidad del caso promedio
cuando pueda hacerse de forma significativa.

1.5.2 Notacién Asintética (O yQ)

Para hacer referencia a la velocidad deimiento de los valores de una funcién se usara
la notacion conocida conasintética (O).

Ejemplo: Decir que el T(n) (complejidad temporal) de un programa és O(n ) significa que
existen constantes enteras positivas ¢ y n tales que pang se tiene que T() crf.
De hecho, O(f(n)) es un conjunto, y viene definido por:
Of(nN)={g:N-R"'u{0}| IceR", LeN.Vnzn, g(n)< c-f(n) }
Asi decir que T(n) es O{n ) equivale a T&P(r?)

Ejemplo: Supdngase T(0)=1, T(1)=4, y en general T(n)=¢n+1) . Entonces se observa que
T(n) es O(A ) cuando,n =1y c=4; es decir, pataln se tiene que (n+41) 4r?, que es facil de
demostrar.

Ejemplo: La funcién T(n)=3h +2n es G(n ). Para comprobar esto, sean n =0 y c=5. Para
n> 0, 3 +2A < 5n®. También se podria decir que T(n) es*O(n ) pero seria una aseveracion mas
débil. Asi, buscamos la cota superior mas baja para T(n).

Cuando se dice que T(n) es O(f(n)), se sabe que f(n) es una cota superior para la velocidad
de crecimiento de T(n), en el peor caso general. Para especificar una cota inferior para la
velocidad de crecimiento de T(n) en el mejor caso general, se usa la notacionQ(@ngs que
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significa que existe una constante c, y otra n tal que=T¢ay(n).v n > n,. Formalmente:
Q(f(n)) ={g:N-R"u{0}| 3ceR", e N.Vn=n, g(n)= c-f(n) }

Cuando en un algoritmo f(n) se tiene que su #@)g(n)), y T(n)e Q(g(n)), se dice que
es del orden exacto de g(n), y se denotaBgofn)).

Ejemplo: T(n)=A +2A e§(n®. Con c=1 tenemos T(8)c-r’ parac=0,1,....

Por lo general no consideraremos las constantes de proporcionalidad, un programa con
O(r?) serd mejor que uno con ®(n); sin embargo, tenemos que considerar el tamafio de la
entrada. Si el primer programa tiene T(n)=f00n vy el segundo tiene T{n)=5n, para entradas
pequefias el segundo sera mas rapido, y sélo en entradas grandes (n>20) serd mas rapido el
primero.

Es posible que T(ng O(g(n)) y T(n)¢ Q(g(n)), como p.ej. en el caso:

{n3 si n es par

n? si n es impar

resulta evidente que cuando n es par, en el peor caso se tiene T(n) = n, por lo gue(ii{n)

1.6 RECURSIVIDAD.

Como se puede deducir de la formulacibn que vamos a utilizar para expresar el
comportamiento de ciertos tipos de datos, las especificaciones algebraicas son puramente
funcionales, esto es, permiten expresar el resultado de una operacion tan solo como el resultado
de evaluar o reescribir una Unica expresion en la que sélo aparecen funciones. La principal
diferencia entre este método de especificacion y su correspondiente de implementacion es que,
en este Ultimo, el resultado de la operacién se expresa como un subprograma, con toda la potencia
gue ello nos suministra, especialmente en lo referente al concepto iterativo de bucle, que permite
ejecutar reiteradas veces un trozo de coédigo.

Es por esto que en las especificaciones algebraicas toma especial relevancia el concepto
de recursividad, pues pasa a ser el Unico método disponible para aplicar reiteradas veces una
funcion sobre un valor o sobre una coleccion de valores.

No profundizaremos de nuevo en este curso sobre las caracteristicas fundamentales del
concepto de recursividad, ya que esto se ha visto en ocasiones anteriores. De entrada podemos
decir gue un algoritmo recursivo pretende construir la solucion a un problema grande P mediante
la composicion de soluciones a subproblemas mas pequefios s(P), dependientes del primero. Para
ello un método recursivo f(P) se compone de los siguientes cuatro pasos:

a) Resolucion del caso base o trivial. En un algoritmo recursivo, todo problema debe
converger a un problema trivial cuya solucion viene dada de forma directa.

b) Descomposicion del problema P en uno mas pequefio s(P) dependiente del primero, y cuya
resolucion nos permitira acercarnos a la solucién de P.

C) Llamada recursiva con el problema s(P).

d) Una vez obtenida la solucién a s(P), lamémosla f(s(P)), operamos sobre ella para obtener

la solucion al problema general f(P) = c(P, f(s(P))).

Para comprender esto mejor, veamos como ejemplo el calculo del factorial:

1 si n-0
f(n)-n!-
n (n-1) si n>0

a) Como caso base tenemos cuando n=0. Para tal entrada, la salida es directa: 1, sin
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necesidad de llamadas a problemas mas pequenios.

b) Sila entrada es un valor de n mayor que 0, ¢cémo calcular el valor de n! si no podemos

utilizar explicitamente bucles?. El método parte de que n! puede descomponerse en un problema
mas pequefio s(n) = (n-1), cuya solucion f(s(n)) podemos componer con el propio n para obtener
la solucion a f(n), de la forma f(n) = c(n, f(s(n))) = n*f(s(n)).

C) Hacemos una llamada para solucionar el problema s(n).

d) Por dltimo hacemos la composicion c(n, f(n-1)) para calcular f(n)=n!.

1.6.1 Recursividad final y no final.

Desde el punto de vista de la funcion de composicion c(P, f(s(P))), podemos clasificar las
funciones recursivas en dos grandes bloques:

1.- Recursividad final, cuando la funcion c() es trivial, o sea:
c(P, f(s(P))) = f(s(P))
2.- Recursividad no final, en cualquier otro caso.

Aunque parezca que la recursividad final no tiene mucho sentido, existen numerosos casos
en los que es aplicable, como puede ser el algoritmo para saber si un elemento esta o no en una
lista; otro ejemplo de recursividad final es el algoritmo de Euclides para el célculo de maximo
comun divisor entre dos numeros:

PROCEDURE mcd(a, b : INTEGER) : INTEGER,;
VAR
¢ INTEGER;
BEGIN
IFa=b THEN
RETURN a;
ELSIF a>b THEN
¢ := mcd(a-b, b);
RETURN ¢;
ELSE
¢ := mcd(a, b-a);
RETURN ¢;
END;
END mcd:;

Como se observa en este ejemplo, el resultado de la funcién obedece a dos casos bien
distintos, el caso trivial cuando a=b, y el caso recursivo cuasfjaramento en que aparece la
funcién c() cuyo valor depende Unicamente de la solucion al problema mas pequefio.

Como ejemplo de recursividad no final tenemos el calculo del factorial, en el que c() no
depende tan solo de (n-1)!, sino tambiém d si.

1.6.2 Técnicas de inmersion.

Como dijimos anteriormente, las espeaifiones algebraicas de cualquier operacion deben
indicarse en forma puramente recursiva; sin embargo hay ciertas operaciones cuyo método de
resolucion es inherentemente iterativo. Al igual que es posible transformar cualquier programa
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recursivo en uno iterativo (de hecho el cédigo maquina de un ordenador so6lo puede hacer las
cosas de forma iterativa, por lo que un algoritmo recursivo expresado en un lenguaje de alto nivel
debe ser traducido a su correspondiente iterativo reconocible yo); ekisten métodos para
transformar algoritmos iterativos en recursivos, de forma que puedan ser expresados mediante
una especificacion algebraica. Es lo que se ll&tw@ica de inmersion

Aungue estas transformaciones pueden llevarse al extremo de obtener un resultado
recursivo final o no final segun se desee, nosotros solo veremos el caso mas directo: la conversion
a recursivo no final, @mmersién no final.

El método de transformacion de un algoritmo iterativo f() consiste, a grandes rasgos, en
definir una funcion mas general g(), (con mas general, se quiere decir con mas parametros y/o con
mas resultados), de forma que con ciertos valores de entrada para estos nuevos parametros,
calcula lo mismo que la funcién original f().

Asi, diremos que hemos hecho una inmersion de f() en g(); f(fiescldn sumergida
y g() lafuncién inmersora.

Formalmente, se parte de una funcién),f(gon unas precondiciones Q(xy
postcondiciones R(%), y llegar a otra g(»@w) de la forma:

{Q(x)} {Q'(x, W)}
X ——Y gOXW—V,2
{R(x, 9)} {R(x,w, v, 2}

donde™yson los parametros adicionales de la funcion inmersorauyg gesultados adicionales;
Q, Q', Ry R'son precondiciones y postcondiciones. Bajo ciertas condiciongg,R{xesultado
g(X W)} es igual a f(x

Q'(% W) nP(x W) n[g(x, W) = (¥, 2] - R(X V)

Desgraciadamente, por norma general, el encontrar la funcién inmersora forma parte de
la vertiente artistica de la programacion.

Un método eficaz cuando nuestea dispone de una operacion de acceso directo a
cualquiera de sus elementos (p.ej., una lista posicional), consiste en hadér yw =
[contadores de bucle de la version iterativa, valores finales de los contadores]. De esta forma, la
ecuacion f() quedara:

f(%) == g(x Wo, W)
donde"wson los valores iniciales de los contadores de buclesgmias constantes que indican
el maximo valor que pueden alcanzar los contadores anteriores. Las ecuaciones de g() detectaran
cuando el parametro tema el valor final del bucle (caso trivial), en cuyo caso se devolvera un
valor base sobre el que se construira el resultado. Para ilustrar un caso facil, veamos como
podemos construir la lista suma de dos listas de igual longitud; la version iterativa de informal
seria algo asi como:

ENTRADA: listal, lista2.
fori:= | to longitud(l)
resultado[i] := listal[]] + lista2[i]
next
SALIDA: resultado.
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En nuestro caso la conversion quedaria como:

operaciones

Suma : Lista x Lista—/— Lista
auxiliar

Sumaz? : Lista x Lista ¥ x N —— Lista
precondiciones

pre : Suma(l ,,l ) : Longitud(l ) = Longitudyl )

ecuaciones
Suma(], }) == Suma (I I, 1, Longitud(l ))
Sumg (],},i,n)== SIi>nENTONCES
Crear
SINO

Insertar(Sumg {I ,,| , suc(i), n), 1,
Elemento(i,{ ) + Elemento(i, | ))

Vemos que la Unica ecuacion que implica a Suma(), lo que hace es una transformacion
a Sumg (), incluyendo dos nuevos parametros, a saber, el valor inicial del bucle, y el valor final.
Sumg se encarga de llamarse a si misma incrementando cada vez el valor actual del contador del
bucle, hasta llegar a un valor mas alla del maximo en cuyo caso devuelve el resultado trivial: la
lista vacia. En cada paso no trivial, se obtiene la suma de los elementos situados en la posicion i
de las listas originales. Como la lista actual esta en construccion, dicho resultado se inserta
siempre en la cabeza de la lista, con lo que una vez construida del todo, habremos obtenido el
resultado deseado.

Como ejemplo mas completo, veamos como podemos abordar el calculo del producto
entre dos matrices. Partimos de la siguiente especificacion:

tipo Matriz
dominiosN
sintaxis
generadores
Crear N XN x N Matriz
Insertar N X N x N x Matriz —— Matriz
selectores
Dimensiones : Matriz—— N XN
Elemento N x N x Matriz N
constructores
Mult : Matriz x Matriz—— Matriz
auxiliares
primero, segundoN XN —— N
precondiciones nn,neN
m, m, m € Matriz
pre Crear(p ,fn, n):¢n >0) AND {n >0)
pre Insertar(pn ,n,n,my:  {n >0) AND
(n, >0) AND
(n, < primero(Dimensiones(m)) AND
(n, < segundo(Dimensiones(m))
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pre Elemento(n ,n, m): (n >0) AND
(n, >0) AND
(n, < primero(Dimensiones(m)) AND
(n, < segundo(Dimensiones(m))
pre Mult(im, m):  (primero(Dimensiones(m ) = segundo(Dimensiongs(m )) AND
(segundo(Dimensiones(m ) = primero(Dimensiongs(m ))
ecuaciones
Insertar(p, , B, , N, Insertarfp ,p ,n, M) ==
Sl (p; =py) AND (p, =p,) ENTONCES
Insertar(p, , B, , N, M)
SINO
Insertar(p, , B, , B, Insertar(p ,p ,n, mM))
Dimensiones(Crear(n ,n, n)) =x N, n
Dimensiones(Insertar(p ,p , n, m)) == Dimensiones(m)
Elemento(p, , p, , Crear{n ,n, n)) ==
Elemento(p, , p, , Insertargp ,p ,n, m)) ==
Sl (p; =py) AND (p, =p,) ENTONCES
n
SINO
Elemento(p, , p, , M))
Mult(m;, m,) == Mult2(m, m, 1, 1)
Mult2(m;, m,, p, B) ==
Sl p, > segundo(Dimensiones(m )) ENTONCES
Crear(Dimensiones(m ), 0)
SI NO Sl p > primero(Dimensiones(m ))
Mult2(m,, m,, 1, suc(p ))
SINO
Insertar(p , p , Prod_parcial(p , p ;m ,m)), MultZ(m, m, syc(p,), p ))
Prod_parcial(p , p, m, ;) == Prod_parcial2(p,, p;, m,, m, 1)
Prod_parcial2(p ,p,m, s, n) ==
S| n > primero(Dimensiones¢m )) ENTONCES
0
SINO
Elemento(n, p ) * Elementofp , n) + Prod_parcial2(g , p,, m, m, suc(n))

En este caso, hacemos uso de dos contadores: el primero para las columnas, y el segundo
para las filas. No es necesario aqui, pasar los valores finales de los contadores, ya que éstos
pueden obtenerse facimente mediante la operacion Dimensiones() aplicada a cualquiera de las dos
matrices de entrada. EI método que se sigue es el mismo, so6lo que con dos bucles. Cuando el
bucle externo llega a su fin se retorna una matriz base, cuyos elementos se han inicializado a
cualquier valor, p.ej. 0. Cuando es el bucle interno el que llega a su final, se genera una nueva
llamada en la que se reinicia el bucle interno, y se incrementa el externo, convergiendo asi al caso
final.

Si ambos contadores estan en los limites adecuados, pasamos a calcular el valor de la
posicion (R , p ) de la matriz resultante, que se Inserta en el resultado parcial subsiguiente. Este
calculo, dado por la operacion Prod_parcial es, de nuevo, inherentemente iterativo, por lo que su
especificacion se hace recursiva mediante una nueva inmersion, gracias a un solo contador de
bucle, que también se inicia a 1.
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Como vemos, hemos construido la especificacion algebraica (recursiva), de una operacion
cuya descripcion algoritmica se comporta de forma intuitivamente iterativa.

1.6.3 Complejidad en programas recursivos.

Aunque este tema se vera en mayor profundidad en asignaturas posteriores, daremos aqui
la formulacion béasica que expresa la complejidad de los algoritmos recursivos en funcion de la
forma de proceder particular de cada uno de ellos. También veremos la demostracién de algunos
de estos calculos.

Las funciones recursivas mas simples son aquellas que reducen el problema de forma
minima, o sea, pasan de calcular f(n) a calcular f(n-1), y que desarrollan a lo sumo una llamada
interna por cada llamada externa. La complejidad de estas funciones se puede expresar como:

k, si n-0
T'(n)-
T(n—1)+k2 si n>0

No obstante, podemos hacer nuestros célculos mas generales si suponemos que el tamafio
del problema no decrece en una sola unidad en cada llamada interna, sino que, en general, decrece
enb unidades. Asimismo, supondremos que cada ejecucion del algoritmo recursivo tiene una
complejidad den®, y que no estamos ante recursividad lineal, sino que se pdizenadas
recursivas internas por cada externa. En definitiva, consideraremos que nuestro algoritmo tiene
la siguiente estructura:

ALGORITMO f(n)
PARAI, := | An HACER
PARAG, := | An HACER

PARA i, := | An HACER
FIN

FIN
FIN
Sl caso_base ENTONCES DEVOLVER
Llamada n® | a f(n-b).
Llamada n® 2 a f(n-b).

Llamada n® p a f(n-b).
FIN ALGORITMO.

Esta estructura se puede denotar de la forma mas general:

n* si 0<n<b
T(n)-

pT(n-b)+cn* si n>b

Suponiendo n >> b, obtenemos para T(n) el siguiente sumatorio:
T(n) =pT(n-b)+ch =
= p(pT(n-2b)+c(n-b) )+ch = ...
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m-1

= p ™ (n-mb )+E P ic(n—ib)k =
i=0

m

E P ic(n—ib )k

i-0

suponiendo que T(n-mb) = n, o sea, quer®mb < b, o lo que es lo mismo n A/b |. Asi,
podemos hacer la siguiente transformacion:

m . k m
Epic (n-ib) bk = Ecbkpi(ﬁ_i)k
0 b* 0 b

Como m = n/b |, se tiene nx n/b < m+1, por lo que
Cbkzm:pi(m—i)k < T(n) < cbkzm:pi(m»,l-j_)k
-0 10

Asi, ahora distinguiremos dos casos. Actuaremos a grosso modo ya que lo que se desea
obtener es el O(f(n)).
1) p=1.
o cb ¥y pi(ml-i) k) = O(E mel-1) k) por ser cb constante, y p=1.
i=0 i

(
i=0

Tenemos quezm: (mel-1)% = (m+) + () + (ML) + (nf-2) + .. %+ 2K+« In+1

términos
cuyo lim es (m+%¥) repetido m+1 veces, o sea, (1)

n-o

. Como m es funcion lineal de n,

tendremos finalmente que:
sip = 1, entonces T(r) O(rf*?).
2) p>1.

o( cb kzm:pi(ml-i)k) =
i-0

b} i f\ k

ol eb kp m+1§ p (m 1 -7-) -
n m1
i=0 P

m . k
o( ch kpm+1z (mﬁji) )

i=0 P
sustituyendo m+1-i por j, tendremos:

4+ .k ml k
ol cb¥p™Y I |  dondelasuma) Z— converge a una constante eniel . Asi
p’ 1 p? o
k
of corp™Y 1| = o(cb *p m*1c0> = ojp™1) , deduciendo asi que sip > 1, entonces T(n)
p

O(rli+1 )
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p>1

Sin embargo, no todos los algoritmos recursivos reducen el problema original en una
cantidad constante. Cuando las llamadas recursivas reducen el problema siguiendo el esquema de
division (como p.ej. una busqueda dicotémica), podemos establecer un esqulama s

cn* si l<n<b

T'(n)-=
(n) pT(%)a,cnk si n>b

gue puede corresponder a un algoritmo como:

ALGORITMO f(n)
PARAI, := | An HACER
PARAG, := | An HACER

PARA i, := | An HACER
FIN

FIN
FIN
Sl caso_base ENTONCES DEVOLVER
Llamada n® | a f(n/b).
Llamada n® 2 a f(n/b).

Llamada n® p a f(n/b).
FIN ALGORITMO.

Operando igual que en el esquema anterior, obtenemos:
T()= Y pic(—-)* ,conm=|log, nl
i-0 bt

Podemos hacer la siguiente transformacion:

k

pic—
v i ok km b’ km p
T(n) = Z;plc(F) = n lz;— = c¢n 12(; F

nk

i

Igual que en el epigrafe anterior resultan varios casos que el lector puede deducir varios
casos:

p<B | O
p=b8 | O(rf log, n)

p>b

0 (n logy, p)
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1.7 ERRORES Y CLAUSULAS DE APOYO.
1.7.1 Clausula SI...ENTONCES...SI NO...

A partir de este punto, se plantea el problema de indicar una ecuacion en funciéon de un
predicado que actla sobre parte de los argumentos de entrada. Veamos p.egj., la especificacion de
una operacion que nos devuelva el MCD de dos naturales. La forma mas intuitiva de hacer esto
es mediante una clausula SI..ENTONCES...SI NO..., de la forma:

MCD: NXxN —— N
y cuya especificacion seria:
MCD(n, m) == Sl =(n, m) ENTONCES

n
SI NO Sl <=(n, m) ENTONCES
MCD(n, resta(m, n))
SINO
MCD(resta(n, m), m)
El problema radica en ver si efectivamente este tipo de construccion se puede poner en
forma funcional, que es el Unico recurso que nos permite el formalismo algebraico.

En efecto, es posible. Crearemos una operacion que tomara tres grupos de parametros;
el primero ser&a una valor logico, y los otros dos sera exactamente del mismo tipo o grupo de
tipos; si el parametro l6gico es Verdadero, nuestra operacion devolvera el primero grupo de
parametros, y en caso contrario devolvera el segundo. Formalmente, por cada operacion de la
forma Op: T, x...XT, T, x...x T, , que agaca en una ecuacion en cuya parte derecha
se necesite una clausula. ENTONCES...SI NO..., supondremos implicita otra operacion de
laforma Py, : Bx Ty x..x Ty x T, x.xTo— T, x..x T, definida con las siguientes
ecuaciones:

Prop(V, tigy oy b by - h2) == 1y i

Prog(Fy tiys v b oy o h2) == b ik

En el caso del MCD, suponemos un operacigpr NN —— N, y definida:
Pryco(V, i, ) ==n

Pryco(F, N, R) ==
de manera que, gracias a ella, nuestra ecuacion que define al MCD, podria quedar como:

MCD(n, m) == Py,p (=(n, M), n, REp  (<=(n, m), MCD(n, resta(m, n)), MCD(resta(n, m), m)))

Notese que esta Ultima ecuacion formaliza el significado intuitivo de la clausula
SI...ENTONCES...SI NO.... A partir de ahora emplearemos dicha clausula por ser mucho mas
legible, y poderse transformar en todo caso a su correspondiente notacion funcional.

1.7.2 TRATAMIENTO DE ERRORES.

Existen determinadas operaciones que, por sus caracteristicas, no pueden ser utilizadas
en todas las condiciones posibles, esto es, existen determinados valores de entrada para los cuales
no estan definidas; p.ej.: la division por 0, o la resta en los nimeros naturales cuando el sustraendo
es mayor que el minuendo. Este hecho da lugar al conceptedeeion parcial

En una especificacion completa, es necesario indicar cdmo se comporta una operacion,
incluyendo también que su comportamiento en caso de situaciones andmalas es la obtencion de
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unvalor erroneo. De esta forma, al conjunto de estados posibles de nuestro tipo, se afiade uno
mas, gue es el que representa al valor indefinido, al valor sin sentido, al valor cuya utilizacion debe
ser evitada porgue no suministra informacion util.

De esta manera, igual que se indica el comportamiento del resto de las operaciones con
todos los posibles estados de entrada, y al afiadir este nuevo estado, es imprescindible (por
completitud de la especificacion), el indicar como se comportan las operacines cuando uno de sus
pardmetros es el valor erréneo.

El problema surge en que el nimero de ecuaciones que definen al tipo, se dispara,
haciendo la especificacion dificil de leer, y lo que es peor, desviando la atencion del lector de los
aspectos efectivamente importantes del comportamiento del tipo, o sea, de las operaciones
interesantes de verdad. P.egj., la especificacion de la resta deberia ser desde un punto de vista puro,
de la siguiente forma:

tipo N (* Natural *)
dominiosN, B

generadores

0: —N

suc:N —— N

error_N:—— N
constructores

suma, productoN XN —— N

restaN xN —— N
selectores

<=, =:NxN ——B

objeto_erréneaN —— B

ecuacionesn,nN
objeto_erroneo)0) ==
objeto_erroneo(error_N) ==
objeto_erroneo(suc(n)) == objeto_erroneo(n)
<=(0, n) == Sl objeto_erroneo(n) ENTONCES
error_B
SI NO
Vv
<=(n, 0) == Sl objeto_erroneo(n) ENTONCES
error_B
SI NO
F
<=(suc(n), suc(m)) == <=(n, m)
=(n, m) == and(<=(n, m), <=(m, n))
suma(0, m) ==
suma(suc(n), m) == suc(suma(n, m))
suma(error_N, m) == error_N
producto(0, m) ==
producto(suc(n), m) == suma(m, producto(n, m))
producto(error_N, m) == error_N
resta(n, 0) ==
resta(suc(n), suc(m)) == resta(n, m)
resta(0, suc(n)) == error_N
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resta(n, error_N) == error_N
resta(error_N, m) == error_N

Para evitar este problema, tomaremos algunas convenciones con objeto de simplificar la
escritura de la especificacion, pero sin que el resultado final se vea alterado:

1.- Todo dominiol introducido en la especificacion ofrece automaticamente dos operaciones
visibles: la constanterror 1, y el predicado de correccion convenientemente especificado:
objeto_erroneo: T B

2.- Las ecuaciones que puedan producir errores, se colocaran en una clausula especial de
precondiciones, en la que se indicara el término, y la precondicion que debe cumplir para
no ser considerado un objeto erroneo.

3.- Durante la evaluacion de términos, los errores se propagan automaticamente; asi, no es
necesario ecuaciones propagacion de la famna(error;) == error-.
4.- El resto de ecuaciones que se indiquen en el apartado de semantica ecuacional,

supondremos que tanto la parte derecha como la izquierda, estan libres de errores. P.egj.:
una ecuacion comap_x(t) == op_y(t) equivaldra realmente a:
op_X(t) == Sl not [objeto_erroneo(t)] ENTONCES

op_y(t)

SINO

error ;.

Siguiendo este criterio, nos quedaria la especificacion que hemos visto a lo largo de este
capitulo.

EJERCICIOS.

1.- Crear la funcion Es_Pax: —— B, que devuelv¥ si su argumento es un numero péaf, y
en caso contrario.

2.- Crear la funcion Siguiente_PBir-—— N, que devuelva el nUmero par mas cercano y mayor
gue su argumento. Emplear la estructura Sl .. ENTONCES .. SINO ...

3.- Crear la funcidbn Neg: Z——  Z, que dado un entero, le cambia su signo. Ej.: Neg(-3) = 3;
Neg(8) = -8.

4.- Crear la funcion Conjugad6: —— C, que dado un complejo, devuelve su conjugado.

5.- Sila operacion <=: Z x Z—— B, la hubiésemos definido tal como:
<=(n, m) == <=(nro_pred(resta(m, n)), nro_suc(resta(m, n)))

con

nro_suc, nro_pred: Z—— N
y

nro_suc(0) ==

nro_suc(suc(n)) == suc(nro_suc(n))

nro_suc(pred(n)) == nro_suc(n)

nro_pred(0) ==

nro_pred(suc(n)) == nro_pred(n)

nro_pred(pred(n)) == suc(nro_pred(n)
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¢qué problema nos podriamos encontrar, a efectos de reducciones, si como resultado de resta(m,
n) obtuviésemos el resultado pred(pred(suc(suc(suc(0)))))~.
Recordar la existencia de las ecuaciones:

pred(suc(n)) ==

suc(pred(n)) == n.

6.- Sila operacion <=: ZxZ—— B, la hubiésemos definido tal como:
<=(n, m) == <=(resta(nro_pred_y suc(resta(m, n))), 0)
¢gué problema puede aparecer?.
Notese el tipo que retorna cada operacion, p.ej., ¢las operaciones resta() que aparecen en la parte
derecha, son ambas la misma operacion?.

7.- Crear el tipo abstracto de datos Médulo_8 (M_8), que tenga como valores 0, suc(0), ...
suc (0), sut (0). Los generadores seran 0 y suc(). Especificar las funciones Suma, Producto,

Resta: M_8xM_8—— M_8.

8.- Sea el TAD CCC (Color-Color-Color), que sélo puede tomar uno de los 8 valores siguientes:
BVA, BAR, BRM, BMV, NVA, NAR, NRM, NMV. (B-Blanco, N-Negro, V-Verde, R-Rojo,
A-Azul, M-Magenta). Crear la funcion

Todos_Distintos: CCCxCCCxCCCxCCCxCCCxCCCxCCCxCee— B
gue devuelve/ sitodos sus argumentos son diferentdSen caso contrario.

Nota: Veamos el significado de esto. Vamos a tener un cubo magico con los seis colores
propuestos. Cada cara estara dividida en 4 trozos (en lugar de 9 como en el caso normal). EI TAD
CCC representa los colores gue tiene cada una de las 8 esquinas que forman el cubo. Vamos a
numerar estas esquinas de la forma siguiente:

B M

e

La funcion Todos_Distintos nos da
las posiciones del cubo que son vélidas: en
un cubo, no puede haber dos esquinas
iguales.

—

A T N
9.- Crear la funcién
Rotar_Superior: CCCxCCCxCCCxCCCxCCCxCcexceexecee-
CCCxCCCxCCCxCCCxCCCxCcexceexcee

de manera que coja sus 4 primeros elementos, y los rote a derecha. Ej.:
Rotar_Superior(BVA, BAR, BRM, BMV, NVA, NAR, NRM, NMV) daria como resultado:
BMV, BVA, BAR, BRM, NVA, NAR, NRM, NMV.

Crear analogamente la funcion Rotar_Inferior, que rotaria los 4 dltimos elementos.

Crear la funcién Hecho: CCCxCCCxCCCxCCCxCCCxCCCxCCCxcee- B, que
devuelvaV si sus parametros son BVA, BAR, BRM, BMV, NVA, NAR, NRM, NMV, en ese
orden.
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10.- Supongamos la existencia de un Gudor, que posee las constantBtanco, Negro, Azul,
Amarillo, Rojo, Verde, MagentéEn base a este tipo, vamos a implementar unas cuantas
operaciones del famoso juego Mastermind, (parecido al Lingo de la TV). En este juego, un
jugador propone secretamente una secuencia de cinco colores diferentes, mientras que el jugador
contrario debe acertar la combinacion correcta. Para ello, lanza a su interlocutor una serie de
tentativas. Este Gltimo, ante cada tentativa indica el nimero de colores que se hallan en la misma
posicion en la jugada tentativa y en la jugada secreta. Asimismo, indica también qué colores se
han acertado, pero cuya posicion no coincide plenamente con la de la jugada secreta. P. g}., sila
jugada secreta es

Blanco Negro Rojo Azul Amarillo
Si el otro jugador hace la tentativa:
Blanco Verde Rojo Negro Magenta

el resultado seré:
2 colores en la misma posicion .
1 color existente no en la misma posicion .

Especificar las operaciones:

Jugar: Color x Color x Color x Color x Coler—  Jugada
Es Vdlida: Jugada—— Ld&gico
Resultado: Jugada x Jugada— N x N

Supondremos que el tipo Color dispone de una operacion que nos dice si dos colores son
iguales o diferentes.

La operacion Jugar la supondremos generadora del tipo Jugada; la operacion Es_Valida
nos dice cuando una jugada posee todos sus colores diferentes o no; y Resultado nos da el
namero de aciertos completos (mismo color, misma posicién), y el nimero de aciertos
aproximados (mismo color, diferente posicion).

11.- Crear el tipd’olinomio,en el que tanto los coeficientes como los exponentes son nimeros
naturales, o sea, de la forma:

pX)=a +a x+a X +a°x +..tdx nedN

con las operaciones:

cero:. —— Polinomio

afadir: Polinomio N x N —— Polinomio
coeficiente : Polinomio & —— N
evaluar: Polinomio N —— N

sumar: Polinomio x Polinomie——  Polinomio
Crear cuantas operaciones auxiliaresessesiten.

12.- Ahadir al tipo anterior, la operacion de producto entre polinomios:
producto: Polinomio x Polinomie——  Polinomio
creando, analogamente, cuantas operaciones auxiliares se estimen oportunas.

13.- Vamos a solucionar el problema de las torres de Hanoi. Este problema consiste en tres
varillas verticales clavadas en el suelo, de manera que en una de ellas se han ensartado una serie
de rosquillas todas de diferente tamafio, de manera que las mas grandes estan abajo, y las de
menor didmetro estan arriba.

El problema consiste en pasar todas las rosquillas a la 32 varilla (usando la segunda como
almacenamiento temporal), de manera que nunca podemos situar uil@ grsaule sobre una
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mas pequena.

A este problema, se le pasa un parametro que es el numero de rosquillas que hay que
trasladar, y debe retornar la secuencia de operaciones de traslacion necesarias para resolver el
problema. Ej.:

Resolver(3) daria:
Pasarg, c, Pasat, c, Pasaff, a, Pasard, c, Pasar, b, Pasari, b, Pasard,c, Inicio)))))))).

Podemos considerar que estamos creando en TAD Hanoi, de manera que tenemos el
constructor: Solucion_Parcial: Varilla x Varilla x Varilla x N x Hanoi --> Hanoi, donde la primera
varilla representa la inicial, la seguna la intermediaria, y la tercera la final en la quachten
las rosquillas..

Se tendria el generador Inicio, que representaria la posicion inicial de las rosquillas, y el
generador Pasar: N_3xN_3xHanoet— Hanoi.

La solucion al problema de pasar N elementos de la vardlalac usando como
intermediaria leb, consiste erl) resolver el problema de N-1 elementos de la varidalab
usando como intermediariada?) pasar el elemento N de la varillaa lac, y 3) resolver el
problema de N-1 elementos de la vablla lac usando como intermediariada

Estado inicial.

Estado correcto. R
Estado incorrecto.
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