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1. CONCEPTCS BASI CCS.

Una posible definicion de algoritnm es un conjunto de reglas que
perm ten obtener un resultado determ nado apartir de ciertas reglas
defi ni das.

Ora definicion seria, algoritno es una secuencia finita de
I nstrucci ones, cada una de las cuales tiene un significado preciso y
puede ejecutarse con una cantidad finita de esfuerzo en un tienpo
finito. Ha de tener las siguientes caracteristicas: Legible, correcto,
nmodul ar, eficiente, estructurado, no anmbiguo y a ser posible se ha de
desarrollar en el nmenor tienpo posible.

Caracteristicas de un algoritno de conput ador

Ser algoritno: Tiene que consistir en wuna secuencia de
I nstrucciones claras y finitas.

Ser correcto: ElI algoritno ha de resolver el problem
pl ant eado en todas sus facetas.

Ser | egi bl e.

Ser eficiente: Es relativa porque depende de |a maqui nas en
la que |o ejecutenos. Existen ejenplos de algoritnos
eficientes que ocupan demmsi ado espacio para ser aplicados
sin al mcenam ento secundario lento, |o cual puede anular |a
eficienci a.

Un algoritnmo eficiente pero conplicado puede ser inapropiado
porque posteriormente puede tener que darle mantenimento
otra persona distinta del escritor

2. DI SENO DE ALGORI TMOS.

Fases de disefio de al goritnos.

1. Disefio: se dan | as especificaciones en |lenguaje natural y se crea un
primer nodelo nmatematico apropiado. La solucidén en esta etapa es un
al goritno expresado de manera nuy i nformal.

2. |Inplenmentaci 6n: ElI programador convierte el algoritnm en cdédigo,
si gui endo al guna de estas 3 netodol ogi as.

A. TOP-DOWN se al canza el progranma sustituyendo |as pal abras
del pal abras del pseudocddi go por secuenci as de proposiciones
cada vez mas detall adas, en un |lamado refinamento
progresi vo.

B. BOTTON-UP parte de las herramentas mas primtivas hasta
que se |l ega al prograna.
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C. TAD S npodul ari zaci 6n dependi endo de |o0os recursos. Tenenos
unas estructuras abstractas inplenentadas, y una serie de
conoci m ent os asoci ados a eso0S recursos.

3. Pruebas: Es un mterial que se pasa al programa para detectar
posi bl es errores.Esto no quiere decir que el disefilo no tenga errores,
puede tenerlos para otros datos.

3. COVPLEJI DAD DE ALGORI TMCS.

La eficiencia de un determ nado algoritno depende de |a maquina, y
de otros factores externos al propio disefilo. Para conparar dos
algoritnbs sin tener en cuenta estos factores externos se usa la
conplejidad. Esta es una nmedia informativa del tienpo de ejecucion de
un algoritno, y depende de varios factores:

Los datos de entrada del programa. Dentro de ellos, |o mas
i mportante es |la cantidad, su disposicion, etc.

La calidad del co6digo generado por el conpilador utilizado
para crear el prograns.

La naturaleza y rapidez de |las instrucciones enpleados por
|l a maquina y |a propia maqui na.

La propia conplejidad del algoritno base del prograna.

El hecho de que el tienpo de ejecucion dependa de |a entrada,
i ndica que el tienpo de ejecuci 6n del program debe definirse conp una

funcién de la entrada. En general la longitud de |la entrada es una
medi da apropiada de tanmfio, y se supondra que tal es la nedida
utilizada a nenos que se especifique lo contrario.

Se acostunbra, pues, a denom nar T(n) al tienpo de ejecuci 6n de un
algoritmbo en funcién de n datos de entrada.Por ejenplo algunos
programas pueden tener un tienpo de ejecuci 6n. T(n)=Cn? donde C es una
constante que engloba las caracteristicas de l|a mquina y otros
factores.

Las unidades de T(n) se dejan sin especificar, pero se puede
considerar a T(n) conp el nunmero de instrucciones ejecutadas en un
conput ador idealizado, y es | o que entendenps por conpl ejidad.

Para muchos progranmas, el tienpo de ejecuci6n es en realidad una
funcién de la entrada especifica, y no sélo del tamafio de ella.En
cual quier caso se define T(n) como el tienpo de ejecucién del peor
caso, es decir, el mxino valor del tienpo de ejecucion para |as
entradas de tamafio n.

Un algoritno es de orden polinomal si T(n) crece nmas
despaci o, a nedida que aunenta n, que un polinom o de grado
n. Se pueden ejecutar en un conputador

En el caso contrario se |Ilam exponencial, y estos no son
ej ecut abl es en un conput ador.
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3.1 Notaci 6n O grande.

Para hacer referencia a |la velocidad de crecimento de |os val ores
de una funcidon se usara la notaci 6n conocida cono "O grande". Deci nos
que un algoritnmo tiene un orden Q(n) si existen y un ng y un c¢, siendo
c>0, tal que para todo n>=nq,, T(n)<=cxf(n).

C estara determnado por: -Calidad del co6digo obtenido por el
conpi | ador. ¢
-Caracteristicas de |a propia magui na.

Ej enpl o:
T(n) = (n+1)?
n’+2n+1 <= c-n?
n >= Ny
ng = 1

Orden n? es Q(n?d

3.2 Propi edades de | a notaci 6n O grande.

Si multiplicanos el orden de una funcidén por una constante, e
orden del algoritnmo sigue siendo el m sno.

Ac-f(n)) = Of(n))
La suma del orden de dos funciones es igual al orden de |a mayor.
Q(f(n)+g(n)) = Amax(f(n)*g(n)).

Si multiplicanbs el orden de dos funciones el resultado esta
mul ti plicaci 6n de | os ordenes.

3.4 Orden de crecinmento de funci ones conoci das.

(1) < log(n)) < An) < Alog(n)n) < Q(n*k) < O(k™n)
3.5 Reglas de calculo de conmpl ejidad de T(n).

El tienpo de ejecucion de cada sentencia sinple, por |o comin
puede tomarse cono Q(1).

El tienpo de ejecucidn de una secuencia de proposiciones se
determina por la regla de la suma. Es el maxinmp tienmpo de ejecuci 6n de
una proposicion de |l a sentenci a.

Para |l as sentencias de bifurcacién (IF, CASE) el orden resultante
serda el de la bifurcaci 6n con mayor orden

Para | os bucles es el orden del cuerpo del bucle sumado tantas
veces conp se ejecute el bucle.

El orden de una |lamda a un subprograma no recursivo es el orden
del subprograns.
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Ej ercicio 1.

Para realizar una tarea disponenps de dos algoritnmos al y a2,
anbos son correctos. Para N datos de entrada, cada uno de | os al goritnos
consune | os siguientes recursos:

Ti enpo Al macenam ent o
o +
| I
al i 1500n Cicl os. 1500n bytes. i
| ]
a2 i 30000n ¢icl os. 50n byt es. i
e il b
Menori a Dur aci 6n ciclo
T +
| l
mil i 32 Kbyt es. 20 microseg. i
I ]
m i 2048 Kbyt es. 200 microseg. i
e \

La maquina ml tiene limtacion de nenoria, por tanto el algoritno
mas apropi ado para esta maquina es el que usa nmenos nenoria, el a2.En
canbio, la maquina n2 tiene |limtacion de velocidad, |uego usarenos el
algoritno mas rapido el al

Ejercicio 2.

El algoritno al, tarda 5n® segundos en resolver un determ nado
probl ema con n datos de entrada, mentras que el a2 tarda n’+400n ¢cual
de los 2 es mas eficiente en funci 6n de | os datos de entrada.?

5n? >= n%+400n
4n? >= 400n
(n?/ n) >= (400/ 4) | uego n >= 100

para n<=100 |o sera el al
para n>100 lo sera el a2

Ejercicio 3.
Cal cular la conplejidad de | os siguientes programas.

a/ BEG N
Error: =a+n- 1>B; a1)
I F NOT Error
THEN BEG N
for i:=1 TO n do c:=c+1; Q(n)
for i:=1 TO n do d:=d+1; Q(n)
END
END

La conpl ejidad es Q(n)



Pagi na 6 de 106 Di sefio y analisis de al goritnps

b/ BEG N
RESET(fi ch); a1)
WHI LE NOT EOF(fich) DO
BEG N
READ (fich,ele); (1)
for i:=1 TOmdo elenfi]:=6 ; am
END
END

La conplejidad es Q(nfn) ya que el bucle WH LE se ejecuta 1 vez por
cada uno de |l os n elenentos del fichero.

c/ BEG N
=i +1;
VWHI LE i <=n do
BEG N
m i ndi ce=1;
j =i+l
VWHI LE j <=n do
BEG N
| F datos[s] <datos[mindice] THEN m i ndice: =1;
ji=j+l
END;
I ntercanmbiar(i,j); (1)
=i +1
END
END
n e e n n n 2
ééoé oW =4 MN=gn-§i=n-"_" ~La
j=1 j=i+1 oG i1 =1 =1 2 conpl ej i da
d es
( (n*
n)/2)

Ej ercicio 4.
Dado un vector unidinmensional con |a siguiente declaracién:

TYPE
tipovector=ARRAY [1..n] OF 0..1

se pide disefiar un procedimento de conplejidad O(n) que ordene dicho
vect or.

BEG N
cont : =0;
for i:=1 TOn do IF tabla[i]:=0 THEN cont: =cont +1;
for i:=1 TO cont do tablafi]: =0;
for i:=cont+l TO n do tabla[i]:=1

END.
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Ej ercicio 5.
En un vector declarado de |la siguiente form:

CONST max=...;
TYPE tseri e=ARRAY [0..max] OF | NTEGER

se tiene al macenado una serie de longitud |, siendo 1 <= | <= max la
|l ongitud almcenada en |a posicion 0.Dicha serie esta ordenada
ascendentenente y puede contener nuneros repetidos (en cuyo caso
apar eceran, cono es | 6gico, en posiciones consecutivas.)

Di sefdar un algoritnmo que, sin usar ninguna estructura de datos
auxiliar,"conprima" la serie de tal manera que aparezcan |os m snos
nuneros de antes, y con el msnp orden, pero sin repeticiones. No se
puede nover el contenido de una casilla nmas de una vez.

Vampbs a utilizar un indice para el nunero de el ementos no repetidos y
otro para recorrer |la tabla.

BEG N
nrepet: =1;
for i:=1 TO tabl a[0] do
| F tabl a[nrepet] <> tabl a[c]
THEN BEG N

nrepet: =nrepet +1;
tabl a[ nrepet]:=tablafi]
END,;
t abl a[ 0] : =nr epet
END.

Ej ercicio 6.
Ordenar | as siguientes funciones por orden de crecimento:

a. n f. n/log n

b. SORT(n) g. SOQRT(n) xl og®n
c. log n h. (1/3)"

d. log (log n) i. (3/2)"

e. 1o0g°n j. 17

h<j<d<c<e<b<g<f<acxi
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1. ABSTRACC QN

Para realizar un programa conplicado, debenps dividirlo en partes
que resuelvan subproblemas del problema original.En este caso el
objetivo debe ser |a desconposicién del programa en nbddul os que sean
ellos msnos programas de tamafilo pequefio y que interactuen unos con
otros de forma sencilla y bien definida.

En programaci 6n estructurada se reconienda usar |a abstraccion
cono forma de desconponer un problema. Al Ilevarla a cabo se ignoran
ciertos detalles de manera que el problem original se vea en forma nas
sinple al atender solo a que operaciones hay que realizar, pero no a
cono hay que realizarl as.

El método de desconposicion en base a abstracciones se continua
aplicando hasta |legar a operaciones |lo bastante sencillas conpb para
ser progranmadas de forma directa.

2. TAD.

La denom naci 6n TAD engl oba dos cl ases de abstracci ones:

Abstracci ones de datos.
Abstracci ones funci onal es.

Las prineras aparecen al abstraer el significado de |os diferentes
tipos de datos significativos que intervienen en el problema. Permten
definir nuevos tipos de datos especificando sus posibles valores y |as
oper aci ones que | os mani pul an.

Las segundas surgen al plantearse de una manera abstracta |as
operaciones significativas del probl ema. Son una herramenta nuy
poderosa que pernite dotar a una aplicaci 6n de operaci ones que no estan
definidas directanente en el |enguaje en el que estanps trabaj ando.

En resunmen, un TAD es un conjunto de valores y unas operaciones
defini das sobre esos val ores. Cada vez que deseenps enplear el TAD solo
| o podenps hacer con |as operaciones definidas, incluso no sabiendo
conp est an i npl enent adas.

2.1 Caracteristicas de | os TAD.

x Cada modul o es una abstracci 6n del problem, no conocenps el
detalle.

x Se puede realizar una especificacién breve y precisa del TAD.
x Con esta especificaci é6n se puede usar correctanente el TAD.

x Sj real i zanos, no se va a alterar considerablemente |a
especi ficaci on.

x Cada nmodul o TAD va a poder ser conpil ado por separado.
x Las conuni caci ones entre | os mbdul os van a ser pocas y cl aras.

x Cada npdul o debe tener un tanmafio razonabl e.
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3. ESPEC FI CACI ON E | MPLEMENTACI ON.

Esquema del disefio de un TAD:

TAD )
USUARI O : DI SENADOR

T +

I I

| |

| 1

Especificacién Inplen?ntacién
+-------|- -------- + +--------|- -------- +
| | | |
Sintactica Seméanti ca Repr esent aci 6n Al gori t nos

3.1 Especificacion.

x Sintactica: Se definen |os sinmbolos de | os operadores, nonbre de
|l os procedimentos y funciones, tipos y nunmero de |os operandos
utilizados, y el tipo y numero de |as salidas de estas operaciones.

x Semanticas: Para cada una de la posibles entradas a nuestras
operaciones direnos |la salida o salida de errores.

3.2 | npl enent aci 6n.

Los algoritnos unido a la representaci 6n da cono resultado una
posi bl e i npl enent aci 6n del TAD.

12 Especificaciones en | enguaje natural.

Se describen en |lenguaje natural el nonbre de |a operaciones que
vanbs a usar, asi conp |as excepciones que tienen esas operaciones. Al
especificar |la abstraccion solo se deben describir aquellos aspectos
gue sean rel evantes para | a sol uci 6n del probl ems.

Es esencial wutilizar un lenguaje que sea preciso y de facil
conpr ensi 6n, de forma que no quepan anbiguedades entorno al
conportam ento deseado.La especificaci 6n se puede realizar nediante un
esquema simlar a |lo que serd |la cabecera del programa al
codi ficarlo.Di cho esquena deber&a contener la forma de |la |lamda, con
el nonbre de la funcidn, sus argunentos y resultados, asi conb una
i nformaci 6n de si nodifica alguno de esos argumentos o bien accede a
vari abl es gl obal es.

Se debe incluir una descripci 6n general de |o que hace | a funcidn,
pero sin entrar en el detalle de comp | o hace.

OPERACI ON nonbre (argumentos) DEVUELVE (resultado)
REQUI SI TOS:
MODI FI CA:
EFECTOS:
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2° Especificaci ones operacional es.

Describe el TAD nediante un |lenguaje de alto nivel, sin tener en
cuenta |l a eficiencia.

3° Especificaciones funcional es.

Se describe o inplementa una funcid6n nmatematica que define una
relaci én entre la entrada y |a salida.

4° Especificaciones | 6gicas.

Se realizan nmediante asertos de entrada y salida o invariantes.
Estos van a describir las condiciones iniciales y finales de ejecucidn
de nuestro TAD.

5° Especificaciones Al gebraicas.

Describen al TAD conp un algebra, y para inplenentarlo vanos a
tener que desarrollar |os axioms que definen este al gebra.Con estos
axiomas va a ser posi bl e un desarrollo mtematico de | as
excepci ones. Vannos a tener dos partes: sintactica (o definicién de |os
operadores) y semantica (axi onas).

El conjunto de operaciones definidas sobre el tipo abstracto de
dat os debe ser cerrado, es decir, solo se debe acceder a |os valores de
| os dat os enpl eando | as operaci ones abstractas definidas sobre ellos. La
abstracci 6n de datos es conp una caja que encierra |los datos y solo
perm ten acceder a ellos de manera control ada.

La abstracci 6n de datos debe realizar una inportante |abor de
ocul tam ent o, haci endo que desde el exterior solo sea visible el efecto
gl obal de | as operaciones, pero no el detalle de conp se realizan ni
cono se representan internanente |os valores de | os datos.

3.3 Propi edades de | os TAD.

x I nstanci abilidad: Vanpbs a poder declarar variables del tipo TAD,
y estas van a tener |las mnmisnmas propiedades y caracteristicas que el
TAD.

x Privacidad: No vanps a conocer detall adanente | as operaciones ni
|l a estructura que utiliza ese TAD.

x Conponi bilidad jerarquica: Un TAD puede estar formado por otros
TAD nmas bési cos.

x Enriqueci m ento: Podenos afiadir operaciones al TAD.
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Ej enplo 1

Especi ficaci ones al gebraicas semanticas de un TAD pila con |os
si gui entes operaci ones:

- CreaPila () ---> Pila

- Introducir (Pila,Elem ---> Pila
- Decapitar (Pila) ---> Pila

- Cm (Pila) ---> Elem

- Vacia (Pila) ---> BOOLEAN

Para toda P de tipo Pila y E de tipo Elenento tenenos:

x Vacia (CreaPila(P)) ---> TRUE

x Vacia (Introducir(P,E)) ---> FALSE
x Decapitar (CrearPila(P)) ---> ERROR
x Decapitar (Introducir(P,E)) --->P

x Cima (CreaPila(P)) ---> ERROR

x Cima (Introducir(E)) --->E

Ej enpl o 2

Editor de ficheros secuenciales con cinco operaciones: Crear un
nuevo fichero, insertar, reenplazar, elimnar, avanzar y retroceder,
actuando sienpre sobre el registro actual.

Para | as especificaciones en | enguaje natural hay que describir el
nombre de |as operaciones que vanmps a realizar, junto con |as
excepci ones de di chas operaci ones.

Oper aci ones:

x Fichero_Nuevo (Fichero): Crea un fichero nuevo sin introducir
ni ngin registro en el (numero de registros es 0).

x |Insertar (Fichero,Registro): Inserta un registro después del
registro actual y el nuevo pasa a ser el actual

x Reenpl azar (Fichero, Registro): Canbia el registro actual por el
nuevo.

x Elimnar (Fichero): Borra el registro actual y una vez elim nado
el actual pasa a ser el siguiente.

x Avanzar (Fichero): El registro siguiente pasa a ser el actual

x Retroceder (Fichero): El registro anterior pasa a ser el actual.
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Excepci ones:

CONDI Cl ON ACCI ON
| nsertar Fi chero vacio | nserta en la primera posicion
Reenpl azar Fi chero vacio Nada
El i m nar Fi chero vacio Nada
Actual es el ultinmb Borra y actual sera el anterior
Avanzar Fi chero vacio Nada
Actual es el ultino Nada
Ret r oceder Fi chero vacio Nada
Actual es el prinero No hay registro actua

La descripci 6n del TAD nedi ante un | enguaje de alto nivel no tiene
porque tener en cuenta |la eficiencia.

Definici6n de tipos:

Fi cher o=ARRAY [1..n] OF | NTEGER
Longi t ud: | NTEGER;
Reg Act ual : | NTEGER

| npl ement aci 6n de | as operaci ones:

Fi chero_Nuevo (Fichero);
BEG N
Longi t ud: =0;
Reg Act ual : =0;
END;

| nsertar (Fichero, RegNuevo);

BEG N
for j:=Longitud doWNTO RegAct ual do
Fichero [j+1]:=Fichero[j];
Fi cher o[ RegAct ual +1] : =RegNuevo;
Longi t ud: =Longi t ud+1;

RegAct ual : =RegAct ual +1

END;

Retroceder (Fichero);

BEG N

| F RegAct ual <>0 THEN RegAct ual : =RegAct ual -1
END;

El i m nar (Fichero);
BEG N
| F RegAct ual <>0
THEN for j:=Actual TO Longitud-1 do
Fichero[j]:=Fichero[]j +1];
| F RegAct ual >Longi tud THEN RegAct ual : =RegAct ual -1
END,;
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Avanzar
BEG N
| F RegAct ual <>Longi t ud
THEN RegAct ual : =RegAct ual +1
END;

Reenpl azar
BEG N
| F RegAct ual <>0
THEN Fi cher o[ RegAct ual ] : =RegNuevo

(Fi cher o, RegNuevo) ;

END;

Especi fi caci ones al gebrai cas sintacticas:

Fi chero_Nuevo () ---> Fichero

| nsertar (Fichero) ---> Fichero

Reenpl azar (Fichero, Registro) ---> Fichero
Eli mnar (Fichero) ---> Fichero

Avanzar (Fichero) ---> Fichero

Retroceder (fichero) ---> Fichero

Especi fi caci ones al gebrai cas senmanti cas:

Vanpbs a definir la operacién MXx,y) que une |las dos partes, x ey

y deja el fichero conp estaba:

1 M n
o +
o +

1 M M1 n

Fom e e e e e + SR SRSy +

Fom e e e e e + SR SRSy +
X Y

- Fichero_Nuevo() = MFichero_Nuevo, Fi chero_Nuevo)

- Insertar(r,Mx,y)) = MlInsertar(r,x),y)
Se inserta en la parte X porque es |la que contendria el
actual .

registro

- Reenplazar(s,MlInsertar(r,x),y)) M I nsertar(s, X),VY)

- Reenpl azar(r, M Fi chero_Nuevo,y)) = MFichero_Nuevo,y)
Tener |la parte X sin elenmento es cono tener el fichero vacio,
el registro actual estd en la parte X

- Elimnar(MInsertar(r,x),y)) = MX,Y)
Si insertas y elimnas no haces nada.

por que

- Elimnar(MFichero_Nuevo,y))

- Avanzar(M (x, I nsertar(r,y)))
- Avanzar (M (x, Fi chero_Nuevo))

M Fi chero_Nuevo, y)

M I nsertar(r,x),Vy)
M x, Fi cher o_Nuevo)
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- Retroceder(MInsertar(r,x),y)) M x, I nsertar(r,y))

- Retroceder (M Fi chero_Nuevo,vy)) M Fi chero_Nuevo, y)

Ej ercicio 1.
Se di spone de un conpilador que uUnicanente tiene inplenmentada |a
estructura de datos pila, y |las siguientes operaci ones asoci adas.

- PROCEDURE Inicializar (VAR Pila:Tpila);

- PROCEDURE Apilar (VAR Pila:Tpila,elem Telem;

- PROCEDURE Decapitar (VAR Pila:Tpila);

- PROCEDURE Cima (Pila:Tpila, VAR Elenento: Tel em;
- FUNCTI ON Vacia (Pila:Tpila): BOOLEAN,

Se pide inplenmentar un procedimento iterativo (no recursivo) que
invierta una pila utilizando | as operaciones descritas anteriornente. Se
podr an utilizar aquel | as estructuras auxi l i ares que t engan
I npl ement adas el conpil ador.

I nvertirenos el contenido de la pila utilizando una pila auxiliar.

PROCEDURE i nt er canbi ar (VAR pl, p2: Tpil a);
VAR El em Tel em
BEG N
VWHI LE NOT Vaci a(pl) do
BEG N
Cima (pl,Elem;
Apilar (p2,Elem;
Decapitar (pl)
END
END

BEGIN (* Programa principal *)
nicializar (pl);
tercanbi ar (p0, pl);
icializar (p2);
tercanbi ar (pl, p2);

I
I
I
I
| nt ercanbi ar (p2, p0)

n
n
n
n

END.
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Ej ercicio 2.

Se pretende construir un TAD pila en el que se van a introducir
numer os enteros positivos de un digito.Para ello se dispone del TAD
conjunto, de enteros de dos digitos en el que se han definido |as
Si gui ent es operaci ones:

Tdi gi t 0os=0..99;
Tconj unt o=(! Desconoci do!);
.Inicializar (VAR Conjunto: Tconjunto);
.Introducir (VAR Conjunto: Tconjunto; Digito: Tdigito);
. El'i mnar (VAR Conjunto: Tconjunto; Digito: Tdigito);
. Pertenece (Conjunto: Tconjunto; Digito: Tdi gito): BOOLEAN,

Se pide inplenmentar |a operaci6n introducir un elemento en la pila

usando el TAD conj unto.

Vanos a hacer que |la unidad sea el elenento y |la decena el orden
del elenmento, por tanto: 0..9 seria el prinmer elenmento,10..19 el
segundo, ... hasta |legar a 90..99 que seria el décino.

TYPE
Tpi | a=RECORD
Conj unt o: Tconj unt o;
Nel e: | NTEGER

END;

PROCEDURE Apilar (VAR Pil a: Tpil a; El e: | NTEGER)
BEG N
| F Pil a. Nel e>=10
THEN < Pila |l ena >
ELSE BEG N
| ntroducir (Pila.Conjunto, Pila.Nele*l10+Ele);
Pila.Nele:=Pila.Nele+l
END
END;

Ej ercicio 3.

Dado el TAD pila de enteros con |as operaciones del ejercicio 1,
se pide inplenmentar un procedimento que, usando |as operaciones del
TAD descrito, copie el contenido de wuna pila en otra.Tendra |a
cabecera:

PROCEDURE Copiar (Origen:Tpila ; VAR Destino:Tpila);
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1. DEFI N C O\

Habl ambs de recursividad, tanto en el anmbito informatico cono en
el anbito matematico, cuando defininmpbs algo (un tipo de objetos, una
propi edad o una operaci 6n) en funcidén de si msnp.La recursividad en
programaci 6n es una herram enta sencilla, muy atil y potente.

Ej enpl o:

x La potenciaci 6n con exponentes enteros se puede definir:

a/l,0 =1
a" = ara(™V si n>,0

x EI factorial de un entero positivo suele definirse:

/,0 =1
n' = n*(n-1)! si n>,0

En programaci 6n |l a recursividad supone |la posibilidad de permtir
a un subprograma |lamadas a si  msnmo, aunque también supone la
posi bilidad de definir estructuras de datos recursivas.

2. TI PGCS.

Podenos distinguir dos tipos de recursividad:

x Directa: Cuando un subprograma se |Ilama a si msnmo una o
mas veces directanente.

x |Indirecta: Cuando se definen una serie de subprograms
usandose unos a otros.La recursividad indirecta se consigue
en Pascal, a pesar de la condicién general de que todo
subprograma ha de definirse antes de ser wusado, con una
predecl aracion de wuno de |os subprogramas (la cabecera
conpleta) seguida de la directiva FORWARD. Al declarar
después ese subprogram solo es necesario escribir el nonbre,
no | os paranetros.

El | enguaje PASCAL permite el uso de |la recursividad. En canbi o, hay
una serie de | enguajes que no |a permten, cono el FORTRAN, Basic, etc,
y otros que |a consideran una estructura de control principal, conmo el
LISP y todos | os | enguajes funcionales.

3. CARACTERI STI CAS.

Un algoritno recursivo consta de wuna parte recursiva, otra
iterativa o no recursiva y una condicién de term nacioén.La parte
recursiva y la condicion de term nacion sienpre existen.En cambio la
parte no recursiva puede coincidir con |la condicion de term nacion.
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Algo nmuy inportante a tener en cuenta cuando usenps la
recursividad es que es necesari o asegurarnos de que |lega un nonento en
gue no hacenmpbs nmAs |l anmadas recursivas.Si no se cunple esta condicién
el programa no parara nunca.

Para asegurarnos de su tern naci 6n podenos tener, por ejenplo, un
paranmetro o una funci 6n de | os paranetros que di sm nuya en cada || amda
y, ademds, |la |lamda recursiva debe estar condi ci onada para que no se
ejecute sienpre (con wuna instruccién |F, WHLE, CASE, etc).A esta
pregunta es a lo que |l amanps condi ci 6n de term naci on.

FUNCTI ON Fact (n: I NTEGER): | NTEGER;

BEG N
if n<=1
THEN Fact: =1
ELSE Fact: =n*Fact (n-1)
END,;

Para saber si un programa recursivo funciona bien, debenos
conprobar | o siguiente:

x Que existe al menos una condicion de termnacion para |a
cual la evaluacidén es no recursiva, y que funciona
correctanente en el caso o casos no recursivos, si |os hay.

x Cada |lamda se realiza con un dato mas pequefio, en el
sentido de conseguir que se acabe cunpliendo la condicioén de
t er mi naci on.

x Suponi endo que l|las |lamdas recursivas funcionan bien, que
el subprograma conpl eto funci ona bien.

4. VENTAJAS E | NCONVEN ENTES.

La principal ventaja es la sinplicidad de conprensién y su gran
potencia, favoreciendo |la resolucién de problenmas de nmanera natural
sencilla y elegante; y facilidad para conmprobar y convencerse de que la
sol uci 6n del problem es correcta.

El principal inconveniente es la ineficiencia tanto en tienpo cono
en nmenoria, dado que para permtir su uso es necesario transformar el
programa recursivo en otro iterativo, que utiliza bucles y pilas para
al macenar | as vari abl es.

5. USO DE LA RECURSI VI DAD.

x En estructuras de datos definidas recursivanente.
x Cuando no haya una solucién iterativa clara y sinple.
x Cuando el algoritno sea claranmente recursivo.
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EJEMPLO 1

Permut aci ones, variaciones sin repeticion, se dan todos |os
ndameros y todos ellos repetidos.El siguiente es el algoritno iterativo

para cuatro numer os:

a: ARRAY[ 1..4] OF 1..4;

FOR a[1l]:=1 TO 4 DO
FOR a[2]:=1 TO 4 DO
FOR a[3]:=1 TO 4 DO
FOR a[4] : =1 TO 4 DO
IF (a[ 1] <>a[2]) AND (a[2]<>a[4]) AND (a1l
AND (a[ 1] <>a[4]) AND (a[2]<>a[3])
AND (a[ 2] <>a[3]) AND (a[3]<>al4])
THEN escri bir numero

1<>a[3])

El orden de este algoritnop es 4* luego si |o tuviésenps que
i npl ementar para n elenmentos el orden seria n".Hay que realizar una
reducci 6n de bucl es FOR ani dados.

FOR a[1]:=1 TO 4 DO
FOR a[2]:=1 TO 4 DO
| F a[ 1] <>a[ 2]
THEN FOR a[3]:=1 TO 4 DO
| F (a[1] <>a[ 3]) AND (a[ 2] <>a[ 3])
THEN FOR a[4]:=1 TO 4 DO
| F (a[ 1] <>a[ 4]) AND (a[ 2] <>a[4])
AND (a[ 3] <>a[4]) THEN valida

Si o querenps para n nuneros necesitanbs n FOR, por tanto cada
ndamero necesitarda una inplenmentaci 6n diferente, cada una con un numero
diferente de FOR La nejor solucién es un algoritno recursivo:

x Generanos el prinmer namero y pernutanos (n-1).
x Generanos el segundo numero y pernmutanos (n-2) si es véalida.
x Generanos el tercer numero y pernutanos (n-3) si es valida.

PROCEDURE Per nmut ar (n, Tam | NTEGER) ;
BEG N
i f n<=Tam
THEN FOR a[n]:=1 TO Tam DO
I F Vval ida(n)
THEN Per mut ar (n+1, Tam
ELSE escribir

END;
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FUNCTI ON Val i da (n: |1 NTEGER): | NTEGER
VAR i : | NTEGER;
BEG N
Val i da: =TRUE;
FORi:=1 TOn-1 DO
IF a[i]=a[n] THEN Val i da: =FALSE

END;

6. LAS TORRES DE HANA

Tenenos tres torres y n discos en la prinera de ellas, que vanps a
|l amar origen, y los tenenpos que llevar a la torre destino teniendo en
cuenta que:

x Sol o podenps nmover un disco a |la vez.
x No podenos poner un disco encinma de otro nenor.

Para nmover el primer disco a destino hay que nover |los n-1
primeros de origen a trabajo, y nmovenos el que nos queda a destino.

I 1

I 1

I 1

I I

| +-+-+

! I

ORI GEN TRABAJO DESTI NO

De la situaci 6n anterior se pasa a |la siguiente:

I 1
I 1
I 1
I I
| +-+-+
I
I
I
I

N
Foooo- F--m - + S Fomem o +
ORI GEN TRABAJO DESTI NO

_ Y ahora tenenos el msno problema solo que hay que nover n-1
di scos usando origen conmo auxiliar.
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PROCEDURE Hanoi (n, Origen, Trabaj o, Desti no: | NTEGER)

BEG N
if n=1
THEN Mover (Origen, Desti no)
ELSE BEG N
Hanoi (n-1, Ori gen, Desti no, Trabaj 0) ;
Mover (Ori gen, Desti no);
Hanoi (n-1, Trabaj o, Ori gen, Desti no)
end
end;

Segui m ento para n=3

* Primera | lamada n=3 , o=1, t=2 , d=3, llam H(2,1, 3, 2)
* Segunda |l amada n=2 , o=1, t=3 , d=2, Ilam H(1,1, 2, 3)
* Tercera | lamada n=1 , o=1, t=2 , d=3,

Miueve di sco de origen a destino M1, 3)
** Vuel ve a n=2 (segunda || amada)
Miueve disco M1, 2)
Hace otra Ilamada H(1,3,1,2) y conp n=1, Mieve disco M3, 2)

** Vuelve a N=3 (prinmera |l amada)
Mueve disco M 1, 3)
Hace otra |Ilamada H(2,2,1,3) 0=2 , t=1, d=3

*** | lama H(1,2,3,1) 0=2, t=3, d=1y compb n=1, M2,1)
*** Vuelve y ejecuta M2, 3)
*** U tima | lamada H(1,1,2,3) y conb n=1 ejecuta M1, 3)

7. FUNCI ON DE FI BONACCHI

1 si n=1 o n=0
Fi bo(n) = .
Fi bo(n-1) + Fibo(n-2) para el resto

G S o

FUNCTI ON Fi bo(n: | NTEGER) : | NTECGER,
BEG N
if n<=1
THEN Fi bo: =1
ELSE Fi bo: =Fi bo(n-1) +Fi bo(n-2)
END;

Si hacenps su seguimento para n=5 venps que esta inplenentacion
resulta muy ineficiente al realizar dos || amdas.
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F(5)
o e e e e e e e e e e +
F(3) F(4)
F(2) F(1)=1 F(2) F(3)
F(0) =1 F(1)=1 F(0) =1 F(1)=1 F(2) F(1)=1
. +

F(0) =1 F(1)=1

Si vanos guardando el valor de F(n-2) y pasandol o por variable se
evita este rapido creciniento.

FUNCTI ON Fi bo (n: | NTEGER; VAR fn_2: | NTEGER) : | NTEGER;
VAR fn_1: 1 NTEGER,

BEG N
| F n<=1
THEN BEG N
Fi bo: =1;
fn_2:=1,
END
ELSE BEG N
fn_1:=Fibo(n-1,fn_2);
Fi bo: =fn_1+fn_2;
fn 2:=fn_1,
END
END;

Vanps a ver ahora un seguin ento de esta nueva inpl enentaci 6n para

n=5 Fi bo(5, vari abl e)

fn 1:.= Fibo(4,...) =5
Fi bo:= 5+3 = 8
fn 2:=5

n=4 fn_1:= Fibo(3,...) =3
Fibo:= 3+2 =5
fn 2:=3

n=3 fn_1:= Fibo(2,..) = 2
Fi bo:= 2+1 = 3
fn 2:.=2

n=2 fn_1:= Fibo(l,..) =1
Fibo:= 1+1 = 2
fn 2:=1

n=1 fn_1.:= Fibo(l) =1
Fibo:= 1
jn_2:=1
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8. FUNCI ON DE ACKERVANN

+
| N+1 si MO
]
AMN= | AMLY) si N=0
i A(M1,A(MN1)) para el resto
+

Una posible inplenentaci 6n es |a siguiente:

FUNCTI ON Ack (m n: | NTEGER): | NTEGER
BEG N
| F m=0
THEN Ack: =n+1
ELSE I F n=0
THEN Ack: =Ack(m1, 1)
ELSE Ack: =Ack(m 1, Ack(m n-1))
END;

Si realizanmps un seguimento para A(1l,4) podenos observar que |a
conpl eji dad crece exponenci al nente segun crecen | os paranetros.

A(1,4) mFl n=4 ----> A= A0, A(1,3)) =6

A(1,3) mFl n=3 ----> A= A0, A(1,2)) = A(0,4) =5
A(1,2) mFl n=2 ----> A= A0, A(1,1)) = A(0,3) = 4
A(1,1) mFl n=1 ----> A = A0, A(1,0)) = A(0,2) = 3
A(1,0) mel n=0 ----> A = A(0,1) = 2

A(0,1) = 2
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EJERC C G5

Ej ercicio 1.
Real i zar un seguim ento de estos subprogramas recursiVvos.
a)

PROCEDURE p1 (a: | NTEGER);
BEG N
| F a>0
THEN BEG N
WRI TELN;

pl(a-1)
END

ELSE WRI TELN(' FI N'")
END;

Salida: a, a-1, a-2, ..., 1, FIN

Ej ercicio 2.

Escribir una funcidn recursiva que calcule la suma de todos |os
el ement os cont eni dos en un ARRAY de enteros.No se puede utilizar ningun
bucl e.

FUNCTI ON Suma (VAR a: Ttabl a, n: I NTEGER): | NTEGER
BEG N
| F n>0
THEN Suma: =a[ n] +Suma(a, n- 1)
ELSE Suma: =0
END,;

Ej ercicio 3.

Escribir una funcion que diga si una pal d&bra es o no capicua (la
pal abra esta en una tabl a)

FUNCTI ON Capi cua (Pal abra: Tpal abra; I ni, Fi n: | NTEGER) : BOOLEAN,;
BEG N
I F I ni >=Fin THEN
Capi cua: =TRUE
ELSE
Capi cua: =(Pal abra[ I ni ] =Pal abra[ Fin]) AND (Capicua(lni+1, Fin-1)
END;
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Ej ercicio 4.

Hacer un seguimento y obtener el resultado para Incognita(8).

FUNCTI ON I ncognita (Num | NTEGER) : | NTEGER,;
BEG N
| F (Nun>0) AND (Nunxl1l)
THEN | ncogni ta: =l ncogni ta(Num 1) +l ncogni t a( Numt4)
ELSE | F Num<=0
THEN I ncogni ta: =0
ELSE I ncognita: =

END;
o m m e e e e e e e e e e e e e e e e e e e +
I I
T LSE l
| (8) -;----> 1(12) ------ > | =1 i
| THEN THEN ~ +----+ |
Foeoo> 1(B) ---n--- > 1(10) ------- > 11(8)+--+
| | SEREE:
I I
e > 1(4)  Ae-e--- > 1(4)

Se produce un bucle infinito, el programa no acaba nunca.

Ejercicio 5

Realizar un seguimento de |a siguiente funcidn, para
par anetr os:

a) x:=Concurso (0, 3)
b) y:=Concurso(10,-7)
c) z:=Concurso(5,5)

FUNCTI ON Concurso (Base, Li m | NTEGER) : | NTEGER,;
BEG N
| F Base=Li m
THEN Concurso: =1
ELSE | F Base>Li m
THEN Concur so: =0
ELSE Concur so: =Base+Concur so( Base+1, Li m
END;

La salida es: x=4, y=0y z=1

B=0, L=3 ----> Con=0+Con(1,3)=4 ; B=1,L=3 ----> Con(2,3)=3
B=2,L=3 ----> Con=2+Con(3,3)=1; B=3,L=3 ----> Con=1

| os
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Ejercicio 6

Simul ar el bucle FOR nedi ante procesos recursivos.

PROCEDURE Bucl e (I nf, Sup: | NTEGER)

BEG N
| F | nf <=Sup
THEN BEG N
Proceso(...);
Bucl e( | nf +1, Sup)
END
END,;

Ejercicio 7.

| mpl enmentar una funci6n recursiva que dados dos nuneros, dé conp
resultado la multiplicacion del prinero por el segundo. Solo se puede

utilizar la funci 6n SUCC de pascal (entero) y no se pueden usar bucl es.
a*b = atata+... +a b veces.
a+tb = a+1,+1,+1,... ----> Hacer b veces SUCC de a.

FUNCTI ON Suma (a, b: | NTEGER) : | NTEGER

BEG N
| F b>m
THEN Suma: =Suma( SUCC( a) , b, SUCC(m) )
ELSE Suma: =a
END;

FUNCTI ON Producto (c,d, m | NTEGER): | NTEGER;
BEG N
| F ¢c=0 OR d=0
THEN Pr oduct o: =0
ELSE I F d>m
THEN Pr oduct o: =Suma ( Product o(c, d, SUCC(m ), c, 0)
ELSE Product o: =0
END;

Ej ercicio 8.
Dado el siguiente procedimento recursivo:

a) Calcular el nunero de Ilamadas que se haran al procedimento
recursivo en funci 6n de n.

b) Si en el punto * p * la pila interna del sistema tiene capacidad
para al macenar un maxi no de 32405 bytes y suponi endo que:

x La direcci 6n de retorno de un procedi m ento ocupa 4 bytes.

x Una variabl e entera ocupa 2 bytes.
Cal cular el valor maxinmp de n para el que se pueda ejecutar |la |l amda
P(n) sin que se desborde | a pila.Razonar |as respuestas.
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PROCEDURE p(n: | NTEGER) ;

PROCEDURE Recursivo (m n: | NTEGER)
VAR i : | NTEGER;

BEG N
| F npl
THEN I F n>1
THEN Recursivo(mn-1)
ELSE Recursivo (m1, m1l);
I :=nfn;
VRI TELN(i ) ;
END;
BEG N
| F n>=1

THEN BEG N (** p **)
Recursivo(n,n);
WRI TELN(' fin")
END
END;

Cada |l amada ocupa 10 bytes de la pila, la Ilanada 8 ,2 de
cada variable y 2 tanbi én de cada variable |oca

a) x meEN=1 se acaba.
x m>1 n>1 realiza (mn-1)
x m1 n=1 realiza (m1, m1)

si se hace la |Ilamada con n tenenos:

(n, n) +---> (n-1,n-1) +---> (n-2,n-2)
(n,n-1) | (n-1,n-2) | (n-2,n-3)
(n, n-2) | (n-1,n-2) |

. | - | Hasta que | os
(n, 1) --- (n-1,1) --- dos sean 1

| 0 que nos da la siguiente sucesi6n de || amadas:

n+(n- 1)+ (n-2)+ (n-3)+..+ 1= OO es decir,

o e o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e m e mm e m ==
+
b)
n+ n’ Ejercicio
_ 103 32405 n3 80 9.
I nvert

ir una pila sin ninguna estructura auxiliar, y con |as operaciones:
ci ma, decapitar, vacia, introducir.

PROCEDURE I nvertir (VAR p: Tpila);
VAR a: Tel enent o;
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BEG N
| F NOT Vaci a(p)
THEN BEG N
Ci na(p, a);
Decapitar(p);
| nvertir(p);
| nsertaFinal (p, a)
END
END;

PROCEDURE | nsertaFi nal (VAR p: Tpila; a:Tele);
VAR El e: Tel e;

BEG N
| F NOT Vaci a(p)
THEN BEG N
Ci ma(p, El e);
Decapitar(p);
| nsertaFinal (p,a);
I nt roducir(p, El e)
END
ELSE | ntroducir (p, a)
END;

Ej ercicio 10.Practica 3.
Dada una secuencia de nuneros positivos cualquiera, dispuestos sin
ni ngun tipo de orden definido.Una subserie no decreciente de la m snma
es una secuencia de nuneros extraidos de |a secuencia original,
mant eni endo una posicién relativa entre | os msnps nuneros idéntica a
la que tenian originalnente, y de manera que cada nunmero es nMenor o
I gual al siguiente:
Ej enpl o:
8,3,2,3,5,6,10,5,5,6,10,1,3
| a secuenci a:
3,3,5,6,10, 10
es una subserie no decreciente de la msm con |ongitud 6, sin enbargo:
1,8,10
no |l o es.

Se pide desarrollar un algoritno recursivo que calcule |a | ongitud
de |l a subserie no decreciente mas | arga de una secuenci a dada.



Pagi na 28 de 106 Recur si vi dad

FUNCTI ON LongSeri e (Maxi mo: | NTEGER; Posi ci on: I ndi ce): | NTEGER
BEG N
| F Posi ci on>=Longi tudTabl a
THEN | F Tabl a[ Posi ci on] >=Maxi np
THEN LongSerie: =1
ELSE LongSerie: =0
ELSE | F Tabl a[ Posi ci on] >=Maxi no
THEN LongSeri e: =Mayor (LongSeri e( Maxi no, Posi ci on+1),
LongSeri e( Tabl a[ Posi ci 6n], Posi ci 6n+1) +1)
ELSE LongSeri e: =LongSeri e( Maxi mo, Posi ci 6n+1)

END;

EJERCI G OS5 DE RECURSI VI DAD

Describase el efecto de |os siguientes procedi mentos y funciones:

1)  PROCEDURE p2 (a, b: | NTEGER):

BEG N
IF a MOD b <>0
THEN BEG N
WRI TELN( a) :
p2(a+1, b)
END
END;

Suponi endo que la |lamada al procedimento p2 se hace sienpre de la
siguiente fornma:

if a>b
THEN p2 (abs(a), abs(b));

2) PROCEDURE p3( a, b: | NTEGER) ;
BEG N
I F a>0
THEN p3 (a-1, b+a)
ELSE WRI TELN( b) ;
END,;

Suponi endo que la |l amada al procedi mento p3 se hace de |la form:

p3(a, 0) siendo a un val or entero cual qui era

3) PROCEDURE p8 (VAR a: | NTEGER; b: | NTEGER) ;
VAR c: REAL;
BEG N
c: =SQRT(b);
| F ¢c=TRUNC( c)
THEN a: =b
ELSE p8(a, b-1);
END,;
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4) PROCEDURE p4 (a:| NTEGER)

BEGI N
if a>0
THEN BEG N
p4(a-1);
WRI TELN( a) ;
end
ELSE WRI TELN(' fin');
END;

5) PROCEDURE p5(a, b: | NTEGER; c: REAL) ;
BEG N
| F ABS(a/ b-c) <0.001
THEN WRI TELN(a, '/"', b)
ELSE | F a/ b<c
THEN p5(a+1, b, c)
ELSE p5(a, b+1, c)
END,;

Suponi endo que la |lamda a p5 se hace sienpre de la forna:
p5(1,1,¢c);
siendo ¢ un valor real mayor o igual que cero

6)  PROCEDURE p6(VAR a: | NTEGER)

BEG N
VARl TELN( a) ;
| F a>0
THEN a: =a-1
ELSE | F A<O
THEN A: =A+1
| F A<>0
THEN P6( A) ;
END;

En este ejercicio, ¢(Qué ocurria si el paranetro a no estuviera pasado
por VAR

7)  PROCEDURE P7 (VAR a: | NTEGER)

BEG N
VRl TELN( a) ;
| F a>0
THEN BEG N
a. =a- 1,
p7(a)
Rl TELN( &)
END;

cQUé ocurria en este ejercicio si el paranetro a no estuviera pasado
por VAR?
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8)  PROCEDURE p9 (a: | NTEGER)
VAR i : | NTEGER;

BEG N
WRI TELN( @) ;
FOR i:=a DOWNTO 1 DO
p9(i-1)
END;

9) PROCEDURE pl10(a: | NTEGER; c: CHAR) ;
VAR i : | NTEGER;
b: BOOLEAN,;
BEG N
b: =FALSE;
FOR i:=1 TO a-1 DO
BEG N
WRI TE(" ');
b: =TRUE
END;
VARl TELN( c) ;
IF b
THEN p10(a-1,c)
END;

10) PROCEDURE pll (VAR a: | NTEGER: b: | NTEGER) ;

BEG N
| F b>0
THEN BEG N
a. =a+l;
pli(a, b-1);
END
END;

11) FUNCTI ON f 1(a: | NTEGER) : | NTEGER
BEGI N
| F a>0
THEN f1:=f1(a-1) +1
ELSE f1: =0
END;

12) FUNCTI ON f 2(a: | NTEGER) : | NTEGER,;
BEG N
| F a>0
THEN f 2:=f2(a-1) +a
ELSE f2: =0
END;
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13) FUNCTI ON f3(a, b: I NTEGER) : | NTEGER;

BEG N
| F a>b
THEN f 3: =a+f 3(a-1, b)
ELSE | F b>a
THEN f 3: =b+f 3(a, b- 1)
ELSE f 3: =
END;

14) FUNCTI ON f 4(a: | NTEGER) : | NTEGER;

BEG N
| F a>2
THEN f4:=(f4(a-1)+f4(a-2))*a
ELSE f4: =a
END;

15) FUNCTION f5 (a:|NTEGER): | NTEGER;

VAR r,i: |1 NTEGER;
BEG N
| F a>0
THEN BEG N
r.=a;
FOR i:=a-1 DOAWNTO 1 DO
ro=r+f5(i);
f5:=r
END
ELSE f5: =a
END;

16) FUNCTI ON f6(a, b: | NTEGER) : | NTEGER;
VAR r,i: | NTEGER;
BEG N
| F b>0
THEN BEG N
r:=b;
FOR i :=a DOANTO 1 DO
r:=r+f6(i,b-1);
f6:=r
END
ELSE f6:=b
END;

17) Calcular la expresion de la conplejidad de |os algoritnos de |os
ejercicios anteriores. Asi msno, identificar |a condicion de parada en
todos estos ejercicios y, en caso de que asi sea, explicar de que
manera esta cada |lamada recursiva "mas cerca" de la condicion de
par ada.

18) Exanen Junio 1988.

Di sefiar un procedi m ento que, dado un nunero entero n que recibe
conp paranetro, tenga una conplejidad OQ(n!).No se podra utilizar ningun
operador aritmético, salvo + o -.



Pagi na 32 de 106 Recur si vi dad
19) Exanmen Junio 1988

Sea V, el nunmero de maneras posibles de dividir una fila de n canicas
en grupos de 1 o 2 canicas, sin canbiar su orden.

Ej enpl os:

1.- n=5 (5 canicas)

* % * % * * % * * * * * * * *
Fo--t oo -+ -+ F---t+ -+ -+ -+ +-+ +-+ -+ -+ -+
* % * * % * * % * *
oo+ -+ oo+ -+ +---+ +-+ +-+
* * * * % * * * % * Vn:8
-t -+ +---+ -+ +-+ +---+ +-+
* * * * %

-+ -+ -+ +---+

2.- Para n=6, Vn=13

Se pide escribir una funci 6n en PASCAL que calcule el valor de \, para
cual quier valor de n.Tengase en cuenta que se pide calcular cuantas
maner as hay que dividir la fila, y no cual es son est as
maner as. (Supéngase sienpre n mayor que O0).La funcidon debe ser
recursiva.

20) Exanen Juni o 1989

Dado el procedi m ento:

PROCEDURE p(n, x: | NTEGER; VAR y: | NTEGER) ;

BEG N
| F n>=x
THEN BEG N
y: =y+1;
p(n, 2*x,y)
END
END;

Deseanbs ejecutarlo con un conpil ador que no dispone de
estructuras de control iterativas (WH LE, FOR ni REPEAT), tanpoco
di spone de | a sentencia GOTO ni adm te recursividad.

Codi ficar, razonandolo, otra version del procedimento anterior
que produzca exactanmente el m snp efecto ateniendose a las |imtaciones
anteriornente descritas, sabiendo que |a Ilamda inicial va a ser
Si enpre:

p(h,z,y) si endo n>0
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1. ESTRUCTURA REPRESENTACH ON

Una tabla es wuna estructura honmbgénea en |a que todos |os
el ementos que |a conponen son del msno tipo.Son estaticas, no crecen

ni decrecen en tienpo de ejecucidén y tienen un linmte preestabl ecido
antes de | a conpil acion. o
Para acceder a los elenentos de wuna tabla se wutilizan 1os

"indices" y estos pueden ser de cualquier tipo escalar de PASCAL
(enunerados, | NTEGER, CHAR, subrango, BOOLEAN).Por ello las tablas son
estructuras de acceso directo o acceso por indice.

Si los elementos de la tabla ocupan un nunero no entero de
pal abras de nmenmoria, se reserva para cada elenento el entero
I nmedi at amente superior.Cuando ocupa nenos de una palabra se puede
enpaquet ar decl ardndol o PACKED ARRAY. Hay dos procedinientos pascal
rel aci onados con este tem:

x PACK: Enpaqueta un ARRAY normal .
x UNPACK: Desenpaqueta un ARRAY enpaquet ado.

1.1 Busqueda secuenci al .

TYPE
Tt abl a=ARRAY[ 1. .n] OF El e; (* Ele serd un registro con clave *)

PROCEDURE Busqueda (Tabl a: Tt abl a; VAR Conponent e: Tel e; Cl ave: Tcl ave;
VAR Encont r ado: BOOLEAN) ;
VAR i : | NTEGER;
BEGI N
i :=0;
REPEAT
io=i+1
UNTIL (Tabla[i].Cl ave=Cl ave) OR (i =n);
| F Tabl a[i].Cl ave=Cl ave
THEN BEG N
Encont r ado: =TRUE;
Conponent e: =Tabl a[ i ]
END
ELSE Encontrado: =FALSE
END;

1.2 Busqueda secuencial con centinel a.

Sinplifica el algoritno anterior para realizar solo una
conparaci on. Se usa una tabla de N+1 elenmentos para trabajar con una de
N y se guarda el elenento que se quiere buscar en la ultim posicion de
| a tabl a.

UNTI L Tabla[i].Clave=Cl ave

Asi nos podenos ahorrar |a segunda conparaci 6n, ya que nunca se
superaran los limtes de |a tabla.

Para mej orar aun mas el procedimento anterior vanos a devol ver el
indice de la posicion en |la que se encuentra el elenmento buscado en
| ugar del contenido para poder |uego canbiarlo o borrarlo.
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PROCEDURE Buscar ( Tabl a: Tt abl a; VAR Posi ci on: | NTEGER
VAR Encont rado: BOOLEAN; Cl ave: Tcl ave);

VAR i : | NTEGER;
BEG N
i :=0;
REPEAT
=i +1;
UNTIL Tabl a[i].Cl ave=Cl ave;
| F i =n+1
THEN Encontrado: =FALSE
ELSE BEGH N
Posi ci on: =i ;
Encont r ado: =TRUE
END
END;

1.3 Busqueda di cot éni ca

El hecho de que la tabla esté ordenada facilita principalmente |la
operaci 6n de busqueda de una clave en la msnma. Esta mayor eficiencia,
se debe a la posibilidad de realizar una busqueda dicotdm ca dentro de
la tabla, en lugar de tener que exam nar todos |os elenentos de |a
m sma, hasta encontrar el valor buscado o se agote |a tabla.

Sin enmbargo, |as operaciones de insercidon y borrado se conplican
mas, ya que deben colocar cada elenmento en la posicién que le
corresponda segun el orden que se haya establecido.En la tabla
desordenada es posible insertar y borrar de cualquier lugar sin
restaurar ningun orden.

Es comin realizar las inserciones de forma desordenada y |uego
ordenar el vect or mediante algun método de ordenacid6n para
posteriormente realizar | as operaci ones que precisen una busqueda.

PROCEDURE Bi nari a (Tabl a: Tt abl a; VAR Posi ci on: | NTEGER; Cl ave: Tcl ave;
i nferior,superior:|NTEGER);
VAR Centro: | NTEGER;
BEG N
REPEAT
Centro:=(Inferior+Superior) DV 2
| F Tabl a[ Centro]. Cl ave>Cl ave
THEN Superior:=Centro-1
ELSE I nferior:=Centro+l
UNTIL (Tabl a[ Centro].Clave=Cl ave) OR (I nferior>Superior);
| F Tabl a[ Centro]. Cl ave=Cl ave
THEN Posi ci on: =0
ELSE Posi ci on: =Centro
END,;
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1.4 Busqueda di cotdnica recursiva.

FUNCTI ON Bi nari a (Tabl a: Ttabl a; Cl ave: Tcl ave; | nf, Sup: | NTEGER) : | NTECGER,

FUNCTI ON B Binaria (Clave: Tcl ave; I nf, Sup: | NTEGER) : | NTECGER;
VAR Centro: | NTEGER;

BEG N
I F | nf >Sup
THEN B_Bi nari a: =0 (* I'ndica que no existen el enentos *)
ELSE BEG N
Centro: =(Inf+Sup) DIV 2;
| F Tabl a[ Centro]. Cl ave=Cl ave
THEN B _Bi nari a: =Centro
ELSE | F Tabl a[ Centro] . Cl ave>Cl ave
THEN B _Bi nari a(Cl ave, I nf, Centro-1)
ELSE B Binaria(Cl ave, Centro+1, Sup)
END
END;
BEG N (* Binaria *)
bi nari a: =b_bi nari a(cl ave, i nf, sup)
END;

2. TRANSFORMACI ON DE CLAVES ( HASH)

Para buscar un elenento en la tabla se puede hacer de varias
formas: secuencial, dicotémca, si tiene una clave numérica podrianps
hacer coincidir la clave con el indice y la otra forma es utilizar
HASH

En la estructura de tablas es interesante el poder determ nar de
forma univoca |la posicion de un elenento dentro de |la tabla en funcién
de su clave.En esta realizacion se utilizard una funcidn de
transformaci 6n, que asigne a la clave correspondiente a un el enento una
posi ci 6n det erm nada dentro del vector

A partir de ahora vanps a tener un conjunto de el enentos del m sno
ti po ordenados por un canpo clave.La transformaci 6n de claves va a
tratar de conseguir la posicion del elenmento en una tabla a partir de
su cl ave.

Vanmpbs a definir una funcidon H aplicacion del conjunto de claves
sobre el conjunto de direcciones de |la tabla.Dada una clave C;, a
aplicarla la funcién H nos va a dar una direccién de tabla, aunque
realmente lo que va a generar es un indice.A esta funcidén se |la conoce
con el nonbre de transformaci 6n de cl aves.

2.1 MANEJO DE COLI SI ONES

Cuando se wutiliza el método HASH, el problema principal es Ila
el ecci 6n de la funcion de transfornmaci 6n. Dado que el nunero de claves
posi bl es puede ser nmayor que el nunero de indices del vector que va a
contener la tabla, habra varias claves que se reflejen en un msno
indice del vector.Cuando surge este problema, se dice que hay
col i si ones.

Si tenenps dos claves G y G distintas, y anbas pertenecientes al
conjunto de claves C, si aplicanos H(C,) y nos da la direccidén que
H( C;) entonces decinpbs que C, y C, son sinoninos.
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Cuando se produce una colisidon hay que tratar de wuna manera
especi al algun elenmento, hay que recurrir a |las funciones de nanejo de
colisiones. Estas dependen del tipo de almacenamento y existen
dos: Al macenam ento externo e interno.

Al macenam ent o externo

Usanpbs espacios fuera de las de |a tabla para colocar |as
colisiones. Dentro del al macenam ent o ext erno hay vari os
ti pos: Encadenam ento directo y zona de overfl ow.

Encadenam ent o directo.

Esta realizaci 6n considera la tabla conp un vector en el que cada
posi ci 6n contiene un elenmento y un canpo adicional con el conienzo de
la lista de elenentos con |os que existe colisién.Es decir, |as
posi bl es colisiones se resuelven construyendo una lista de elenentos
cuya i magen hash coi nci da.

Al aplicar la funcidn de transformacion, si la posicidn no estéa
ocupada, se incluye el elenmento en l|la posicion cal culada.En otro caso
se incluye el elenmento en la lista de el enentos que entran en colisioén
con el que ocupa |la posicién calculada en |a tabla.

S R + +o - e - - + +--- - - +
! C5 b o-4--->1 C7 ! Cl2 |

T T +- - R ! T |

| CLO } b s>l ko> NIL
Femeea e +- - S + S T +

I I I

e L

: C54 b oo+---> Cc2 |

Femeea e e +- - EEEEE :

l L | ---+---> NL

S ISR + e +

x Ventajas: eficientes y réapidos.

x |l nconvenientes: Para cada elenento de la lista se debe
reser VAR un espacio para punteros |lo que significa un
desaprovecham ento de nmenoria en el "manejo de lista".

Zona de Overfl ow.

Se reserva espacio en cierta zona de externa a |la propia tabla, de
apr oxi madanment e el 10% de su t amafo, par a i ntroducir | as
col i siones. Cada sinéninmb se almacena en la prinera celda disponible de
| a zona de overfl ow.
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OVERFLOW

1 +--------m--- + N+1 +----=-----=----- +
: | : C2 |
Fom e e e e a oo o ! Fom e e e e e e e oo !
! C15 ! ! C5 !
Fom e e e e a oo o ! Fom e e e e e e e oo !
! C1 ! ! c7 !
Fom e e e e a oo o ! Fom e e e e e e e oo !
: | : C9 l
Fom e e e e a oo o ! Fom e e e e e e e oo !
: C8 | : |
Fom e e e e a oo o ! M+---eee e oo o +
: |

Fom e e e e a oo o !

! ! Cl sin6nim de C2 y C5
A L + C8 sinonim de C7 y C9
N #---mmmmmmmmm- + Secuenci a de entrada:
! ! Cl- C2- C15-C8- C5-C7-C9
Fomm e o oo +

x | nconveni ente: Desaprovecham ento de nenoria (poco).Es poco
eficiente cuando se han producido colisiones, ya que Ila
busqueda en |l a zona de overfl ow es secuenci al .

x Ventajas: Ocupa nenos nenoria que el anterior.El algoritno
de busqueda y de inserci6n es mas sencill o.

Al macenam ento i nterno

Cuando el espacio usado para almacenar las colisiones esta dentro de
| os limtes de | a tabla.Dentro  del al macenam ent o I nterno
est an: Encadenam ento directo y encadenam ento vaci o.

Encadenam ent o directo.

Se usa dentro de la tabla un canpo de tipo puntero para que apunte
al siguiente colisionado, que estard dentro de |la tabla.En ese canpo se
guarda |l a direcci 6n del siguiente colisionado.

En el encadenamento directo con zona de overflow podenos
sobredi mensionar |la tabla para al macenar |as colisiones, en esta zona
| as casillas estaran encadenadas con una variable que apunte al prinmer
espacio libre de la zona de overflow Consiste en enlazar todos |os
el ementos cuyas claves generan igual indice primario por nedio de
enl aces dentro de |la tabla a |as nuevas posiciones ocupadas por estos
el enment os.
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X

I nconveni entes: Espacio reservado en cada el enento para el

enl ace.

x Ventajas: Mas rapido que el externo con zona de overflow ya
gue evita |l a busqueda secuenci al .

x Ocupaci 6n de nenoria: Depende del método usado.El priner
caso ocupa nenos nenoria, y el segundo es mas rapi do.

S AT + S +
1 C1 |-t | C1 L3
SRS +- - | e e e e e e oo oo - +
2 | Cc2 I R R eI +
NRRRBEREEE Rt . G2 | 6|
3 ! c7 R R +
SRR el
4 | 3 L |
b el
54 L |
SRR el
61 C5 1 <o+
TS +
M +
| C1 1 5000,
SRS +----
| | 1
| | [}
SRS +----
| C10 1 5002;
SRS +----
: Cr | |
SRS +----
+o- - - - - +---- ZONA DE
5000 | C3 :5001! OVERFLOW
e +--- -
5001 | C5 0
SRS +----
5002 | C8 0
SRS +----
| | 1
| | [}
e +

I nsertando un cero en el canpo correspondiente a |las colisiones en
este ultino ejenplo, querenps indicar que ya no hay mAs colisiones a

partir

de él.En este son sin6ninmps Cl1,C2 y C3 por una parte, y por otra

C8 y C10.
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Encadenam ent o Vaci o.

Al utilizar este método, cuando se produce una colisioén, se
realiza una busqueda en el resto de |la tabla, hasta que se encuentre |a
clave o bien hasta que se encuentre una posici 6n no ocupada.

Si  deseanps realizar wuna insercion,cuando encontrenmops l|la clave,
det ectanbps que ya existia el elenento, y al encontrar un |ugar vacio,
det ectanps |l a posicién en |la que | o podenps insertar.

Si la operacién a realizar es de busqueda, el hecho de encontrar
la clave deternmina que el elenmento estd en la tabla.Por el contrario,
encontrar un lugar vacio significa que el elenmento no estd en |l a tabl a.

Evi dentenmente, en |os dos tipos de operaciones es posible
recorrerse toda |la tabla sin haber encontrado ningun espacio vacio ni
haber encontrado |la clave correspondiente al elenento.Por tanto, otra
term nacién de I|la operacion se producird también cuando se haya
exam nado la tabla en su totalidad, sin que se hayan cunplido |as
condi ci ones anteriores.

La forma mAs wusual de realizar la blOsqueda, es tratar |as
posi ci ones de |la tabla de forma secuencial.Esto es, después de exam nar
una posicion se examina la siguiente, considerando la prinmera posicion
conp siguiente a la ultino, y asi sucesivanente.

x Ventajas: Elimna enlaces. Poca ocupaci 6n de nmenori a.

x lnconvenientes: Si querenmps buscar C, en el ejenplo,
encontraria G con colisién y entonces secuencial nente en el
resto de la tabla.En cuanto hay una colisioén |la busqueda e
i nserci 6n es secuencial y, por tanto, mas | ento.

Serian sinéninos los tres, e
i nsertados en el orden siguiente
Cl-C2-C3

| nspecci 6n en |l a zona de overfl ow

Exi sten dos métodos principales de inspeccién dentro de una tabla
HASH: La inspeccion lineal y la cuadrética.

I nspeccion lineal: |a generaci6n de indice se hace de la siguiente
form:

x Se aplica la funcion HASH a | a clave que Ilega y se obtiene
asi la prinmera direccion.

H( C1) =Ho
x Si se produce una colision se utiliza la siguiente fornmula
para obtener |a siguiente direccion a inspeccionar:

Hj =( Ho+i ) MOD N
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donde i es el numero de colisiones que |levanbs hasta el
nomento, y N es el numero prinob mAs cercano al tamafio de |a
t abl a por defecto.

x El algoritnmo va a parar cuando:

T(hi)=vacio, la direccion de |la tabla esté vacia.
T(hi)=clave, la clave ya esta al nacenada.
hi =H, da toda la vuelta a la tabla luego |la tabla esta Il ena.

Este nmétodo tiene |la desventaja de que |os elenentos tienen a
agruparse alrededor de las claves primarias (Claves que han sido
i nsertadas sin colisionar).|deal nente, desde |uego, deberia escogerse
una funci 6n que, a su vez, distribuyera unifornenmente |as claves en |os
sitios restantes.En la practica, sin enbargo, este tiende a ser
demasi ado costoso, y son preferibles métodos que sean sencillo de
calculo y superiores a la funcién |ineal.

| nspecci 6n cuadratica: |a generaci 6n de indice se hace de la siguiente
form:

x Se aplica la funcion HASH a | a clave que Ilega y se obtiene
asi la primera direccion.
H( C1) =Ho

x Si se produce una colisién se utiliza la siguiente formula
para obtener |a siguiente direccion a inspeccionar:

H =( Ho+i ) MOD N

donde N ser& un numero prinmo e i tomaréa los valores 1, 4, 9,
., 186,

x Este método no inspecciona toda la tabla, por lo tanto
puede avisar de que la tabla Ilena sin que |lo esté.Si N es
primo al menos mira la mtad de | as posiciones de |a tabla.

x Conmp no podenpbs asegurar que hi=H, en algldn nonmento, se
tiene que parar de otras formm, por ejenplo cuando i=n/2 ya
gue no va a mrar todas |las posiciones, va a mrar la mtad.

Aunque practicanente no necesita céalculo adicional, evita bien el
agrupam ento primario.Una ligera desventaja es que el nmétodo no
i nspecciona todos los lugares de la tabla, es decir, puede no
encontrarse donde insertar un nuevo el enento, a pesar de haber |ugares
vacios.Si N es un nunmero prino, la inspeccio6n cuadratica recorre, de
todas formas, al nmenos la mtad de |a tabla.

En la préactica, |la desventaja de este método no tiene inportancia,
ya que es nuy raro que se presenten N 2 colisiones consecutivas, y solo
sucede cuando |l a tabla esta casi Il ena.
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2.2 FUNCI ON DE TRANSFORVACI ON

El ecci 6n de |l a funci 6n de transformci 6n.

Es muy deseabl e que una buena funci én de transfornmaci 6n distribuya
| as claves en el canpo de |los valores indice de forma tan unifornme conp
sea posible.Aparte de esto, la funcion puede distribuir las claves de
cual quier manera y, de hecho, es nejor si se conporta de formm
conpletanente aleatoria ya que se produce un numero mnino de
colisiones y, por tanto, minino tienpo de tratamento de la clave en
caso de colision.

Tiene que ser répida y facil de calcular, es decir, debe estar
formada por unas pocas operaciones aritméticas sinples.Esta funcidn
debe elimnar la informaci on no distintiva de |la clave.

~Sobredi nensionar la tabla un 10% no afecta a la eleccidn de la
funci 6n de transformaci 6n, pero | o hacenos sienpre.

Funci ones de Transformaci on.
Basi canente todos | os métodos siguen dos pasos:
x Si la clave no es nunmérica pasarla a nunérica.

x Ajustar la clave al espacio de direcciones de |la tabla.

Mét odo del centro de | os cuadrados.

Se nultiplica la clave por si msma y se toman |os digitos
central es del cuadrado, ajustandolos al rango.

Ej enpl o
172148 % = 246 3493 3904

e e > 3493 * 0.7 para el
aj uste

en una tabla de 7000 posiciones.

Extracci 6n de bits.

Esta funcion consiste en considerar |la representacion binaria de
la clave y el calculo de |la posicion de la clave en funci 6n de aquell os
bits que tengan nmenor probabilidad de coincidir, con |o que se
m nimzarian | as colisiones.

Esta funci én es principalnmente util cuando el tamafio de |la tabla
es potencia de 2.Si tenenpbs una tabla con rango 1..2" deberianmps tonar
|l os n bits con nmenor probabilidad de colisiodn.
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Mét odo de | a division

Es el mas enpl eado. Consiste en dividir la clave por un ndnero no
primo ligeranente inferior al tamafio de |la tabla.Este nmétodo produce
para claves consecutivas direcciones consecutivas.lLa desventaja es que
|l os digitos finales influyen mas que | os demas en | a transfornmaci on.

La elecci6n del numero por el que se divide es inportante. En
general pueden darse razones para elegir un nanero prino.

Ej enpl o
172148 en tabla de 7000 posiciones.
172148 MOD 6997 = 4220
No hay que ajustar porque sienpre va a estar en el rango de

posi ci ones de | a tabla.

Mét odo del despl azani ent o.

Los digitos exteriores de la clave se desplazan hacia dentro y se
suman.

Ej enpl o
54 2422 241 en una tabla de 7000 posiciones.

54 2422 241
2422
241

+ 54

2717 * 0.7 para el ajuste

Mét odo de super posi ci 6n

En este método |l a clave se divide en varias partes, todas ellas de
la msma longitud excepto quizds la ultinma Estas partes se conbinan
para cal cular la direcci6n correspondiente a |la clave.

Hay dos formas de conseqguir |a funci 6n nedi ante este nmétodo:

x Super posi ci 6n por desplazam ento en |la que todas |las partes
en las que se ha partido la clave se desplazan hacia el bit
menos significativo y se suman entre si

x Super posi ci 6n por plegado, y desplaza |las partes que ocupan
posicion inmpar igual que en la forma anterior y las que
ocupan posicion par las desplaza después de haberlas
I nvertido. Posteriornente realiza |la suma de l|las diferentes
partes para cal cul ar el valor de la funcidn.
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Ej enpl o
345147098100
x Por despl azam ento 345+147+098+100 = 690
x Por pl egado 345+741+098+001 = 1185

2. 3 FACTOR DE CARCA

_ Noamerode posiciones ocupadas
Naamer o de posiciones totales

Este
dato nos
va a dar
una i dea del porcentaje de tabla que estanpos ocupando y, por tanto, de
desperdicio de nmenori a.

x Si tiende a 0, el desperdicio es grande porque hay nmnuchos
huecos.
x Si tiende a 1, hay aprovecham ento de |la nenoria, pocos huecos.

2.4 HASH PERFECTO Y M N MO

Hash perfecto.

Seria un método Hash que no produzca ninguna colisioéon (hipotético
porgque aunque estén nuy bien disefiado se van a producir).Todos |os
mét odos Hash que se disefien tienen que aproxi mar a este Hash perfecto.

Hash m ni no.

Seria un método Hash hipotético que no produciria ningun
desperdicio de nenoria.Tanbién todos |os disefiados se tienen que
acercar al Hash mininmo en el sentido de que produzcan una ocupaci 6n de
menoria | o mas pequefia posi bl e.

Hash perfecto y ninino.

Conj unt ando estos 2 conceptos anteriores seria un nétodo que, por
una parte, no produzca colisiones (perfecto) y tenga un tienpo de
acceso nmninmo; y por otro, mnino desprovecham ento (ninino).

Cuando nos acercanps al Hash perfecto nos alejanmbs del mnino y
viceversa.Si la tabla estd poco ocupada, nmenor es el riesgo de colision
y si esta mas ocupada hay mas riesgo.

Nor mal nent e se obti ene un buen rendi m ento cuando
sobr edi nrensi onanos |la tabla entorno a un 10% es decir, con un factor
de carga 0'9.Un método para calcular el factor de carga es el
Si gui ent e:
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-1
E=—_In(1-a) si end
a
0 E el
numer o
nmedi o de accesos que hay que realizar a |la tabla para obtener o grabar
un el enento.
Dando al gunos val ores a esta funci 6n tenenos:

al fa 0.1 , 0.25 )} 0.5 | 0.75} 0.9 | 0.95 0.99
E 1.05, 1.15, 1.39 , 1.85, 2.56 | 3.15 | 4.66
Esta formula es 0Onicanmente valida para aquell os métodos HASH que

di stribuyan las claves wunifornemente.Para el nmétodo de inspeccion
l i neal se usara |a siguiente:

a Y

1“5 t endr i anos

= | os

1-a si gui ent es
val or es:

alfa 0.1 | 0.25! 0.5 ! 0.75! 0.9 ! 0.95
E 1.06 | 1.17 ) 1.50 } 2.50 ! 5.50 ! 10.5

Se puede Ilegar a acercarse a un Hash perfecto conplicando |a
funci 6n de transfornmaci 6n, pero esta conplicaci é6n puede |legar a ser
tal que no conpense porque redunda en un nmayor tienpo de acceso.

En concreto existe un nétodo, nétodo de Cichelli, que es una
sol uci 6n para obtener una funci 6n Hash perfecta y mininma. Pero tiene una
i nportantes restriccion:Las claves con |as que va a trabajar |la funcidn
tiene que ser estatico y conocido (el nunmero de claves no puede
aunentar ni dismnuir).
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Ej ercicio 1.

Después de realizar un numero conveniente de pruebas, se ha
conprobado que la cantidad de sinéninbs de l|la siguiente funciodn de
transformaci 6n es el evada, dado el caréacter alfabético de la clave.

Se pide nodificar oportunanente la funcidn de forma que se reduzca
el nanmero de sinoni nos.

FUNCTI ON Hash (a: Ti pocl ave) : | NTEGER
VAR
i, Suma: | NTECGER,
BEG N
Suma: =0;
FOR i:=n DOWNTO 1 DO
Suma: =Suma+( ORD(a[i])-ORD(' A" ));
Hash: =Suma MOD 32565
END,;

Tenenos que ponderarlo ya que si no palabras comb ROSA y ARGOS
serian sinoninos al dar la msm clave.Por ejenplo, podr i anps
multiplicar la variable Suma por |a posicion i de cada |letra.

Ej ercicio 2.

Se desea codificar un programa para |la DGI de Madrid que gestione
la | TV durante un cierto afo. Dado que el n° de vehiculos con matricul a
de Madrid que tienen que pasar la inspeccidén a lo largo de un afo nunca
supera |los 50000, se ha elegido conmpb estructura de datos una tabla
Hash.

Los formatos de las matriculas serian M XXXXXX (packed ARRAY 8
CHAR) . I ntentar codificar una funci 6n Hash dadas |as caracteristicas de
probl ema que sea | o mas efectiva posible.

x Debenps conseguir elimnar informaci 6n redundante comro M vy
el primer digito tanmbién es poco significativo porque casi
t odos seran 8 6 9.

x Met odo de | a division.
n°® MOD prinm mas cercano a 499999.

x Para pasar |a matricula nuneros.
uni * 10° + dec * 10' + cen * 10®> + m| * 10° + decmi| * 10 ...
x Caracter a n°
ORD('9') - ORD('0");

Posi ci 6n en Exp
t abl a

HOOITONO
A OWNRFRO
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FUNCTI ON Hashl (Matri cul a: PACKED ARRAY ...):LONG NTEGER
VAR i, Suma: | NTEGER,;
BEG N

Suma: =0;

FOR i: =8 DOWNTO 4 DO

Suma: =Suma+TRUNC( (ORD(Matricul a[i])-ORD(" 0")) *EXP( ( 8-

i)*LN(10)));

Hashl: =Suma MOD Tamani o (* n° prinmo mas cercano *)
END,;

Para inplenmentar el msno HASH con nmanejo de colisiones nediante
i nspecci 6n |ineal.

FUNCTI ON Hash (Matri...): | NTEGER

VAR Di : | NTEGER;
FUNCTI ON Hashl (Matri...):|NTEGER
FUNCTI ON Posi ci onVaci a (D1: 1 NTEGER) : BOOLEAN,;
EESLysicionVacia::TabIa[Dl].CanpoCIave:Vacia;

FUNCTI ON BuscaHuecos (DO: | NTEGER; Matricul a...): | NTEGER;
VAR Di,i: | NTEGER

BEG N
i:=1; (* Al entrar es porque hay colision *)
REPEAT
Di : =(DO+i ) MOD Tanmni o;

=i +1
UNTI L PosicionVacia (D) OR (D =D0) (* Ha dado vuelta a toda
tabla *)
OR (Matricul a=Tabl a[ Di ] . CanpoCl ave); (* Dato ya en tabla
*
| F Di =DO
THEN "Tabl a Il ena"
ELSE | F Posi ci onVaci a(Di)
THEN BuscaHueco: =D
ELSE "La cl ave esta"
END;

BEG N (* Funci 6n Hash *)
Di : =Hash1l(Matri cul a);
| F Posi ci onVaci a(Di)
THEN HASH: =Di
ELSE Hash: =BuscaHuecos(Di, Matricula); (* si esa pos no es la
clave *)
END;

Ejercicio 3. (7 JUN 90)

Se desea inplenmentar un TAD "matriz enornme de enteros”, de 5000
filas y 5000 col umas. Tras un estudi o del problem, se ha observado que
|l as matrices de dicho TAD nunca van a contener mas de 1500 enteros. Por
tanto, se ha llegado a la conclusion de que si se inplenente dicha
tabla con una estructura del tipo ARRAY

[1..5000, 1..5000] of INTEGER
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se requeriria un espacio de nenoria de 25 mllones de posiciones de
enteros seria sumanente inefectivo.

a/ Diseflar una estructura de datos que permta inplementar el TAD
anteriornente descrito con un consuno racional de nmenoria, teniendo en
cuenta que, el acceso a una posicion de l|a estructura se realiza
proporci onando un nuanero de fila y otro de columma, ambos entre 1 y
5000, y que dicho acceso deber& ser nuy réapido.

b/ Diseflar una funcion de acceso a dicha estructura, con |a siguiente
cabecera:

FUNCTI ON contenido (fila, columa:rango): | NTEGER,

que devuelva el entero contenido en la posicion (fila,columa) de la
matri z sinmul ada. (Rango es un tipo de 1 a 5000)

al Tenemps 25 mllones de claves reales y nmediante |la funcion HASH
t enennos que convertirlas en 1500 ya que se usara una tabla de 1500
posi ci ones, sobredi nensionada un 10% para |a inspeccion |ineal, |uego
tendra 1650 posiciones. El numero prinp superior nas cercano es 1657.

CONST Tanmani 0=1657
TYPE El enment o: =RECORD
Fila, Col:[0..5000];
Nunm | NTEGER
END;
Tt abl a=ARRAY[ 0. . 1656] OF El enent o;

Uilizarenos wuna estructura de tipo Hash porque el acceso es nuy
rapi do, el nunero de posibles claves es nuy grande en realcion a nunmero
de el enmentos real es. Sobredi nensi onanbs porque vanps a usar inspeccion
i neal .

b/
FUNCTI ON Cont eni do (Fil a, Col uma: Rango) : | NTEGER,
VAR DO, Col : | NTEGER;

FUNCTI ON Hash (fil a, col uma:rango): | NTEGER;
VAR Aux: REAL;
Coci ent e: | NTEGER,;

BEG N

Aux: =((Fila-1)*5000) +(Col -1);

Coci ent e: =TRUNC( Aux/ Tamani o) ;
Hash: =TRUNC( Aux- ( Coci ent e* Tanmani 0) )
END;



Pagi na 48 de 106 Tabl as HASH

BEG N (* Funci 6n contenido *)
DO: =Hash(Fil a, Col ) ;
Col : =0;

| NTEGER (Tabl a[ DO] . Fil a<>Fila) OR (Tabl a] DO] . Col <>Col )
and (Tabl a[DO]. Fil a<>0 and Col <Tamani o-1);

BEG N
DO: =(D0 MOD Tammni 0) +1
Col : =Col +1

END;

| F Tabl a[ DO] . Fi | a=0
THEN "no esta"
ELSE Cont eni do: =Tabl a[ DO] . Num
END,;

17 Septienbre 91.Ejercicio 2.

En un HASH perfecto hay un espacio en |a tabla para cada el enento
luego no es necesario relizar operaciones de borrado. Tanmbién es
necesari o conocer el conjunto de claves, |luego no se puede usar en
ni ngun apart ado.

En el caso 2 ocupa mAsS nmenoria porque se necesita un canpo
adi cional en cada elenento de la tabla para la |lista.Para el B

EIl mAs rapido es el de listas ya que el otro es el peor de |os
casos tendrenmbs que mrar en toda l|la tabla para encontrar el
el enento. En el caso de la lista solo habrd que mrar en la |lista.

7 Junio 90.Ejercicio 3.

Cada vez que borra una clave pone el canpo clave a borrado, pero a
| a hora de buscar un hueco ignora a |os borrados. Hay que insertar en el
REPEAT- UNTI L del insertar un

OR Tabl a[ Pos] . Cl ave=Bor r ada

Detras del REPEAT-UNTIL hay un IF
| F Tabl a[ Pos] . Cl ave=El em Cl ave OR Tabl a[ Pos] . Cl ave=Borr ada

donde pone Pos: =Pos+Col i siones, tendria que poner Pos:=Pos+1 para
gue fuese una inspeccion |ineal.

Ej ercicio 6 (Febrero 92)

Dada | a siguiente declaraci 6n de tipo:

Tcani ca=(Bl anca, Negra) ;
Tbi ngo=ARRAY[ 1. . N] OF Tcani ca;

Codificar un procedimento que inprima todas |as posibles
com naci ones de dos canicas tonadas del ARRAY en |as que una sea bl anca
y la otra negra.Por cada conbinacién se inmprimra |a posicioén del ARRAY
que ocupa cada cani ca.
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Ej enpl o:

R + - Bl anca
Lo X X s s X x Negra

R | t ado:
(i,sg)(?,g)(l,7)(2,4)(2,5)(2,6)(3,4)(3,5)(3,6)(4,7)(5,7)(6,7).La

conbi naci,(’)n (2,1) se considera equivalente a la (1,2) y no se
i mprimra.

PROCEDURE Bi ngo ( Bi ngo: Tbi ngo) ;
VAR

i,]: 1 NTEGER;
BEG N

FORi:=1 TOn-1 DO

FOR j:=i+1 TO n DO
| F Bingo[i]<>Bingo[j] THEN WRI TELN(i,j)

END;
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1. CONCEPTO

Una |lista es una estructura de datos honpbgénea y dinam ca, que va
a estar formada por una secuencia de el ementos, donde cada uno de ellos
va segui do de otro o de ninguno.

x Honmpbgénea: Todos |os elenentos que la forman tienen el
m sno tipo base.

x Dinadm ca: Puede crecer o decrecer en tienpo de ejecucion
segln nuestras necesi dades.

dos listas pueden ser diferentes si:
x No tienen el msnmo nunero de el enentos:

L1: gato, perro.
L2: gato, canario, cerdo.

x Cuando, aun teniendo el msno nunero de elenentos, estos
son di stintos:

L1: gato, perro.
L2: gato, cerdo.

x Cuando, aun teniendo el msnp ndanero de elenentos y siendo
estos |l os m snps, no estan di spuestos en el m sno orden.

L1: gato, perro.
L2: perro, gato.

2. CRITER OG5 DE CLASI FI CACI ON.

Hay varios criterios para clasificar las |listas: segun su nodo de
acceso o segun su informaci 6n de acceso.

2.1 Mbdo DE ACCESO

Atendi endo a este, se dividen en densas y enlazadas.El nodo de
acceso es independiente de |la inplenentaci én realizada.

Li st as densas

Se caracterizan porque |los elenmentos siguen una secuencia
fisica. Sabenmos cual es es el siguiente el emento porque para acceder a él
henos teni do que pasar por todos | os anteriores.

La | ocalizaci 6n de un el emento cual qui era sera:

x El primero si es el prinmer elenmento de la |ista.
x N-esinmo si para |legar a el henps pasado por N-1 el enentos.

Siguen una estructura fisica secuencial l uego se pueden
I mpl ementar utilizando ficheros, ARRAYs y punteros.
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Li st as enl azadas

Son aquellas en |as que cada elenento que |os conpone contiene |a
i nf or maci 6n necesari a par a acceder al el enent o siguiente. La
| ocal i zaci 6n de un el enento cual qui era sera:

x Un elemento de la lista tendrd la direccion K si K es el
primero y K es conocido (direccion de inicio).

x Estara en la dir J si J esta contenida en el elenento
anterior.

Se pueden i npl enmentar con punteros enlazados y con ARRAYs.

2. 2 | NFORVACI ON DE ACCESQO

Li stas ordi nal es

Los el enentos se van colocando en la lista a nmedida que Ilegan vy
se identifican por el orden de |l egada.El acceso a un elenento es por
su orden o posicion relativa dentro de la |ista.

Li stas calificadas

Los el enmentos se clasifican por una clave y pueden estar ordenados
o no estarlo. A un elenmento se accede por la informaci 6n contenida en
un canpo cl ave.

Diferencias: En la prinera clase inporta en orden de |l egada,
m entras que en | a segunda depende de | a clave.

3. PI LAS.

Una pila es una lista ordinal en la que el npdo de acceso a sus
el enmentos es del tipo LIFO Los afiadidos y extracciones de el enentos de
una estructura se realizan solo por un extreno, |luego el Unico elenento
accesible de la pila es el que se encuentre en la cima. Esto exigiréa que
| a mani pul aci 6n sobre un elenmento, necesite que el msnmo ocupe la
posi ci 6n de ci nma.

Sobre una estructura de tipo pila, surgen de forma natural |as
oper aci ones que perm ten afadir elenentos y quitar el ementos.

3.1 Especificaciones del TAD pila

Operaci ones: Crear, Introducir un elenento, Extraer o sacar (Ci m
y Borrardo), Vacia.Vanpbs a definir estas operaciones con el siguiente
f or mat o:

Nombre, paréanetros de entrada, salida, efecto y excepciones.

x Crear: Pila, Pila, Crea una pila, Ni nguna.
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x Introducir: Pila y elenmento, Pila, Incrementar en un
el emento la pila, Llena si esta limtada (ARRAY) y ninguna
si no hay [imtes.

x Cima: Pila, ElI prinmer elenento, Ni nguno, Pila vacia.

x Borrado: Pila, Pil a, Decrenenta en uno el ndmero de
el enent os de la pila, Pila vacia.

x Extraer: Pila, Elemento y pila, Decrenenta en uno el nudnero
de el ementos de pila, Pila vacia.

x Vacia: Pila, TRUE o FALSE, Ni nguno, Ni nguno.
En el caso de inplenmentaci 6n con ARRAYs se necesitara:
x Ll ena: Pila, BOOLEAN, Ni nguno, Ni nguno.

En esta definicion tenenos dos constructores de |a estructura, que
son | as operaciones Crear y Introducir.Con ellas conseguinos una pila
gue no tenga ningun elenmento y con inserciones sucesivas, podenos
conseguir cual quier pila.

El resto de |as operaciones nos permtiran extraer elenentos de la
pila, consultar el elenmento de cima y decidir si la pila tiene, o no,
el ement os.

3.2 I nplenentaci 6n utilizando tabl as

Esta realizaci6n consiste en ir guardando consecutivanmente |o0s
el enentos de la pila en un vector de tamafio fijo.Un indice marcara |la
posi ci 6n del ultino el enento que se ha afladido a la pila.Por tanto, |as
I nserci ones en la estructura se realizaran en | a posi ci 6n
i nmedi at amente siguiente a |l a posicién nmarcada cono ci ma, pasando a ser
esta nueva posici 6n ocupada |l a nueva cima de la pila.

El hecho de utilizar un vector para almcenar |os el enentos, puede
conducir a la situacién en que la pila esté |llena, es decir, que no
guepa ni ngun el emento mas. Esto se producird cuando el indice que sefial a
la cima de la pila sea igual al tamafio del vector

TYPE
Tpi | a=RECORD
El enent o: ARRAY [1..n] OF Elem (* Lista de elenentos *)
Punt er o: | NTECGER; (* Apunta a la cima de la pila *)
END;

PROCEDURE Crear (VAR Pila:Tpila);
BEG N

Pi |l a. Punt er o: =0; (* Pila vacia *)
END;
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PROCEDURE | ntroducir (VAR Pila: Tpila; El:Ele);
BEG N
IF Llena (Pila)
THEN " PILA LLENA "
ELSE BEG N
Pila.Puntero: =Pil a. Punt er o+1;
Pil a. El ement o[ Pi | a. Punt er o] : =El
END

END;

FUNCTION Cima(Pila: Tpila): Ele;
BEG N
| F Vacia (pila)
THEN " ERROR "
ELSE Ci ma: =Pi | a. El enent o[ Pi | a. Punt er 0]
END;

PROCEDURE Borrar (VAR Pila:Tpila);
BEG N
| F Vacia (Pila)
THEN " ERROR "
ELSE Pil a. Puntero: =Pi |l a. Puntero-1
END;

FUNCTI ON Vaci a (Pil a: Tpil a): BOOLEAN;
BEG N

Vaci a: =Pi | a. Punt er 0=0;
END;

PROCEDURE Extraer (VAR Pila:Tpila, VAR El e: Tel e);

BEG N
| F Vaci a(Pil a)
THEN " ERROR "
ELSE BEG N
El e: =Pi |l a. El ement o[ Pi | a. Punt er o] ;
Pila. Puntero: =Pil a. Puntero-1
END
END;

FUNCTI ON Ll ena (Pil a: Tpil a): BOOLEAN;
BEG N

*)
END;

LI ena: =Pi | a. Punt er o=n (* EIl ARRAY se ha declarado de 1 a n

3.3 I npl enentaci 6n con punteros

En esta realizacion se construira la pila como una lista
encadenada nedi ante puenteros. Por ello cada elenmento de la pila tendra,
ademas del canpo de informaci 6n correspondi ente, un canpo de enl ace con
el siguiente elenento de la |ista.
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TYPE
Tpi | a="El enent o;
El enent 0=RECORD
Dat o: Ti nf o;
Sig: Tpil a;
END;

PROCEDURE Crear (VAR Pila:Tpila);
BEG N

Pila:=NL;
END;

PROCEDURE | ntroducir (VAR Pila: Tpila, El em Ti nfo);
VAR Aux: Tpi |l a;
BEG N

NEW Aux) ;

Aux”. Dat o: =El em

Aux”™. Si g: =Pi | a;

Pi | a: =Aux
END,;
+--- - - + +----- +
Pila -ccommmmmonn >! ! ! !
| SRR ISR
! +- - > -t --+---> NL
: ! I + Femmaa +
Nuevo I |
enl ace | |
I +-- - - - + !
| ]
] 1 I 1
| ! P
1 t----- [N
+emmm - > - - +-+
+--- - - +

FUNCTION Cima (Pila: Tpila): Tinfo;
BEG N
| F Vaci a(Pil a)
THEN " ERROR "
ELSE Ci ma: =Pi | a. Dat o
END;

PROCEDURE Borrar (VAR Pila:Tpila);

VAR Aux: Tpi |l a;

BEG N

| F NOT Vaci a(Pil a)
THEN BEG N
Aux: =Pi | a;
Pila:=Pila”. Sig;
DI SPOSE( Aux)
END
END;
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FUNCTI ON Vaci a (Pil a: Tpil a): BOOLEAN;
BEG N

Vaci a: =Pi | a=NI L
END;

PROCEDURE Sacar (VAR Pil a: Tpil a, VAR El e: Ti nf 0) ;

VAR Aux: Tpi |l a;

BEG N

| F NOT Vaci a(Pil a)
THEN BEG N
El e: =Pi | a”. Dat o;
Aux: =Pi | a;
Pila:=Pila”. Sig;
DI SPOSE ( Aux)
END
END;

4. COLAS.

4.1 Especificaciones del TAD col a

Podempbs definir la estructura cola, conp wuna secuencia de
el enentos, en la que |la adicion de nuevos elenentos a |la estructura se
realiza por un extreno, que |leneremos final, y l|as extracciones de
el ementos se realiza por el otro, que |l amrenos principio.

La misma definicion de la estructura de cola, inplica que el
primer elemento que se inserte en |la estructura, serd el primero que
pueda extraerse de la msma (FIFO.Asi pues, la manipulacidn de wun
elenmento de la cola, exige que dicho elemento ocupe |a posicion de
pri nci pi o.

Vanps a ver esta estructura inplementada con ARRAYS y con listas
enl azadas, definiendo | as operaciones con el siguiente formto:

Nonmbre, paranmetros de entrada, salida, efecto y excepciones.
x Crear: Cola, Cola, Crea una cola, N nguna.
x Introducir: Cola y elenmento, Cola, Afhade un elenmento a |la
Cola, Llena si estada limtada (ARRAY) y ninguna si no hay
limtes.
x Prinmero: Cola, Elenmento, N nguno, Cola vaci a.

x Borrado: Cola, Cola, Quita elenmento de de la cola, Cola
vaci a.

x Sacar: Cola, Elemento y cola, Decrenmenta en uno el ndnero
de el ementos de Col a, Cola vacia.

x Vacia: Cola, BOOLEAN, Ni nguno, Ni nguno.
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En el caso de inplenmentaci 6n con ARRAYs se necesitara:

x Ll ena: Col a, BOOLEAN, Ni nguno, Ni nguno.

4.2 | nplenentaci 6n utilizando tabl as

Esta realizacidon consiste en representar la cola conp una
estructura de tipo registro con cuatro canmpos.Un canpo principio, con
el indice del prinmer elenento de la cola; un canpo final, con el indice
del ultinm elemento de la cola; un canpo nunero de elenmentos, con |a
cantidad de elenmentos introducidos; y un canpo elenentos, que es una
tabla con | os el ementos que estan en | a col a.

1 P F n

oo m o o e o e o e o e e e oo oo oo +
oo >| 11213} 41 5 ot
| o m e e e e e e e e e e e e e e e e e e e a e oo + |
: :
e +

En este ejenplo, el prinmer elenmento que puede salir de la cola es
el apuntado por principio, es decir, e 1.A insertar cual quier
el enmento, se colocaria detras del apuntado por final.

Si al macenanps |la cola en un vector circular se evita que, cuando
el indice final lIlege al final de la tabla, sea inposible la insercion
aunque queden libres las prineras posiciones de |a tabla.

TYPE
Tcol a=RECORD
El e: ARRAY [1..n] OF Tinfo;
Pri nc, Fi nal , NunEl em | NTEGER
END;

FUNCTI ON Si gui ente (Pos: | NTEGER) : | NTEGER;
BEG N

Si gui ente: =(Pos MOD Tanmmani 0) +1
END;

FUNCTI ON Vaci a (Col a: Tcol a) : BOOLEAN,;
BEG N

Vaci a: =Col a. Nuntl e=0;
END;

FUNCTI ON LI ena (Col a: Tcol a) : BOOLEAN,;
BEG N

LI ena: =Col a. NunEl e=n;
END;
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Prinmero desplaza y luego introduce, por ello coloca en puntero F
al final de la tabla y el puntero P al principio al crear, y nanero de
el ementos a cero.

PROCEDURE Crear (VAR Col a: Tcol a);
BEG N
W TH Col a do
BEG N
Fi nal : =n;
Princi pi o: =1;
Nun€El e: =0
END
END;

PROCEDURE | ntroducir (VAR Col a: Tcol a, El el: Ti nfo);
BEG N
| F NOT LI ena(Col a)
THEN W TH Col a do
BEG N
Fi nal : =Si gui ent e( Fi nal ) ;
El e[ Fi nal ]: =El el,;
Numel e: =NunEl e+1
END
END;

PROCEDURE Sacar (VAR Col a: Tcol a; VAR El ent: Ti nf o) ;
BEG N
| F NOT Vaci a( Col a)
THEN W TH Col a do
BEG N
El el: =El e[ Pri nci pi 0] ;
Princ: =Si gui ente[ Princi pio];
Numel e: =NunEl e- 1
END
END;

Si no usanos | a variabl e Nuntl e:
Vaci a: =Si gui ent e[ Fi nal ] =Pri nci pi o;

LI ena: =Si gui ent e[ Si gui ente[ Fi nal ]]=Pri nci pi o;

4.3 | npl enent aci 6n de col as con punt eros

Hay varias formas de inplenmentar una cola con punteros:
x Utilizando dos punteros, uno principioy otro final.
x Utilizando un solo puntero que apunte a la |ista.

De cual quier forma sienpre se inserta al final de la cola y se saca de
pri nci pi o.
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Primero Fi nal
| :
! S + S + S + | S +
#eo>) | | | | L) |
T | T | T | T !
R e R e R e --+---> NL
T + T + T + T +
Usando dos punteros
TYPE Punt er o="El ement o;
El ement 0=RECORD
Dat o: Ti nf o;
Si g: Puntero
END;
Tcol a=RECORD
Princ, Fi n: Puntero
END;
PROCEDURE Crear (VAR Col a: Tcol a); (* Pondrenps anbos punteros a NL

*

BEG N
Col a™. Princ: =NIL;
Col a™. Fin: =NIL
END;

PROCEDURE | ntroducir (VAR Col a: Tcol a; El e: Ti nfo);
VAR Aux: Punt er o;
BEG N
NEW Aux) ;
Aux”. Dat o: =El e;
Aux”™. Si g: =NI L;
| F Vaci a( Col a)
THEN Col a”. Pri nc: =Aux
ELSE Col a. Fi n™. Si g: =Aux;
Col a™. Fi n: =Aux
END,;

PROCEDURE Sacar (VAR Col a: Tcol a, VAR El e: Tinfo);
VAR Aux: Punt er o;
BEG N
| F NOT Vaci a( Col a)
THEN W TH Col a do
BEG N
El e: =Pri nc”. Dat o;
Aux: =Pri nc;
Princ: =Aux”. Si g;
|F Princ=NIL THEN Fi n: =NI L;
DI SPOSE ( Aux)
END
END;
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Mas de un el enento Sol o un el enento

El e: =Col a. Pri nc”. Dat o El e: =Col a. Pri nc”. Dat o
Aux: =Col a. Pri nc Aux: =Col a. Pri nc
Col a. Princ: =Aux”. Si g Col a. Princ: =Aux”. Si g
DI SPOSE( Aux) Col a. Fin: =NIL

DI SPOSE( Aux)

X X X X
X X X X

FUNCTI ON Vaci a (Col a: Tcol a) : BOOLEAN,;
BEGI N

Vaci a: =Col a. Pri nc=NI L
END;

Usando un sol o puntero

TYPE Tcol a="El enent o;
El ement 0=RECORD
| nf o: Ti nfo;
Si g: Tcol a
END;

PROCEDURE I ntroducir (VAR Col a: Tcol a, Ele: Tinfo);
VAR Aux, Nuevo: Tcol a;

BEG N
Aux: =Col a;
NEW Nuevo) ;

Nuevo”. | nf o: =El e;
Nuevo”. Si g: =NI L;
| F Vaci a( Col a)
THEN Col a: =Nuevo
ELSE BEG N
| NTEGER Aux”. Si g<>NIL do
Aux: =Aux”. Si g;
Aux”. Si g: =Nuevo

END
END;
Col a vaci a Col a con vari os el enent os
x NEW Nuevo) x | NTEGER Aux”. Si g<>NIL do
Aux: =Aux”. Si g
x Nuevo”. I nfo:=Ele NEW Nuevo)

X

Nuevo”. Si g: =NI L
Col a: =Nuevo

Nuevo”. | nfo: =El e
Nuevo”. Si g: =NI L
Aux”. Si g: =Aux

X
X X X X
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PROCEDURE Sacar (VAR Col a: Tcol a; VAR El e: Ti nfo);
VAR Aux: Tcol a;
BEG N
| F NOT Vaci a( Col a)
THEN BEG N
Aux: =Col a;
El e: =Col a”. I nf o;
Col a: =Col a”. Si g;
DI SPOSE( Aux)
END

END;

4.4 | npl ementaci on nediante |lista circul ar

Ora realizacion es considerar la lista de almcenam ento de |la
cola comp una lista circular, es decir, una lista en la que la dltim
conponente de la msma tiene cono siguiente |a prinmera.

Para utilizar una lista de este tipo, tendrenps que guardar |a
posi ci 6n de com enzo de |la m snma. Por esta razon, si realizanps una col a
segun esta idea, podenps considerarla conb un puntero a la lista de
al macenam ento. Dicho puntero tendra sienpre la direcciéon del daltino
elemento insertado, ya que las inserciones se reallizaran sienpre
detras del ultino elenento de la cola.Y el siguiente a este ultino
el enento, serd& sienpre el prinero.

+- +
Cola |-+-------- +
+- + !
1
]
1
]
S + S + | S +
| e3 | | e2 | +--> el |
T | T | T |
B > -t > -t > -e - - -+
! T + T + T + !
1 I
| 1
o m e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm i ea o +

En este caso el primer elenento de la cola es el e3, observese que
en esta realizacién ocupa |la conponente siguiente a la apuntada por
Col a. Preci sanent e | a conmponent e apunt ada por Col a es | a
correspondiente a el, que es el ultinm elenmento de |a col a.

5. LI STA CALI FI CADA NO ORDENADA

La insercidon en una lista calificada no ordenada se puede reali zar
antes o después.Si insertanpos después reconocenos la lista preguntando
por la clave. Si insertanps antes hay que utilizar dos punteros porque
Si preguntanos por |a clave perdenps el puntero que apunta a esa cl ave.
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5.1 Borrado

Para borrar hay que recorrer la lista con dos punteros porque
sino, al encontrar al elenmento a borrar, perdenos |a informacion de
anterior, que es el que hay que redirigir.

Antgrior AcFuaI
] ]
| |
! S + | S + S + S +
oo > > | | | | |
T | T | T | T |
Lista ---->  --#---->] o-odeoo>l ool obo> NIL
+--- - - + +--- - - + +--- - - + +--- - - +
I I
o e e e e e e e e e +

Redi recci 6n

5.2 Inserta después

Si no se encuentra la clave el el procedinmento de busqueda no
I nsertanos el nuevo el enento.

PROCEDURE | nserta_Despues (VAR Lista:Tlista; Cl aveBus, Cl aveEl e: Tcl ave;
| nf oEl e: Ti nf o) ;
VAR Aux, Nuevo: Tpunt er o;
Encont r ado: BOOLEAN,;
BEG N
Encon: =FALSE;
Aux: =Li st a;
| NTEGER (Aux<>NIL) and (NOT Encontrado) do
| F Aux”. Cl ave=Cl| aveBus
THEN Encontrado: =TRUE
ELSE Aux: =Aux”. Si g;
| F Encontrado
THEN BEG N
NEW ( nuevo) ;
Nuevo”. Cl ave: =Cl aveEl e;
Nuevo”. | nf o: =I nf oEl e;
Nuevo”. Si g: =Aux”. Si g;
Aux”. Si g: =Nuevo
END
END,;
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5.3 I nserta antes

PROCEDURE | nserta_Antes (VAR Lista:Tlista; Cl aveBus, Cl aveEl e: Tcl ave;
| nf oEl e: Ti nf o) ;
VAR
Ant eri or, Actual , Nuevo: Tli st a;
Encont r ado: BOOLEAN;
BEG N
Encont r ado: =FALSE
Ant erior: =Li sta;
Act ual : =Li st a;
| NTEGER Actual <>NI L and NOT Encontrado do
BEG N
| F Actual . Cl ave=Cl aveBus
THEN Encont rado: =TRUE
ELSE BEG N
Ant eri or: =Act ual ;
Actual : =Actual . Si g

END
END;
| F Encontrado
THEN BEG N
NEW Nuevo) ;
Nuevo”. | nf o: =l nf oEl e;
Nuevo”. Cl ave: =Cl aveEl e;
| F Li sta=Act ual
THEN BEG N
Nuevo”. Si g: =Li st a;
Li st a: =Nuevo
END
ELSE BEG N
Nuevo”. Si g: =Act ual ;
Anterior”.Si g: =Nuevo;
END
END
END;
Las instrucciones Nuevo”™.Sig:=Lista; y Nuevo”™. Sig:=Actual; se
pueden poner fuera de l|a sentencia |F-ELSE porque en el <caso de
I nsertar al principio se va a dar que Actual = Siguiente = Lista.

5.4 Recorridos con un solo puntero

Si enpre pueden usar mas punteros para hacer NEW o DI SPOSE, pero
solo uno para recorrer la lista. La uUnica forma de hacerlo es
recursivanmente, y recorrer la lista con el propio puntero que |la ha
creado, con el puntero interno.

PROCEDURE Buscar (Lista:Tlista;ClaveBus: Tcl ave; VAR I nfo: Ti nfo);
BEG N
IF Lista<>NIL THEN (* Parar si Ilega a NIL *)
| F Lista”. Cl ave>=Cl aveBus THEN (* Por si se ha pasado a un
el emento de mayor cl ave *)
| F Listan. Cl ave=Cl aveBus THEN
I nfo: =Lista™.Info
ELSE
Busca (Lista”. Sig, ClaveBus, I nfo)
END;
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Vanbs a termnar cuando |leguenmbs a N L ya que insertanps al
final.Encontranos el hueco si |la clave del siguiente elenento es mayor
gque la clave que tenenps que insertar

PROCEDURE | nsertar (VAR Lista: Tlista; Cl aveEl e: Tcl ave; | nf oEl e: Ti nfo);
VAR
Encont r ado: BOOLEAN;
Nuevo: Tli st a;
BEG N
Encont r ado: =FALSE;
| F Li sta=NIL THEN
Encont r ado: =TRUE
ELSE
| F Li sta”. Cl ave>Cl aveEl e THEN
Encont r ado: =TRUE
ELSE
| F Li sta”. Cl ave=Cl aveEl e THEN
(* Ya esta insertado *)
ELSE
| nsertar(Lista”.sig, ClaveEl e, | nf oEl e);
| F Encontrado THEN
BEG N
NEW Nuevo) ;
Nuevo”. Cl ave: =Cl aveEl e;
Nuevo”. | nf o: =l nf oEl e;
Nuevo”. Si g: =Li st a;
Li st a: =Nuevo
END
END;

Nuevo”. Sig apuntarda al valor de Lista porque ese valor es el
puntero al siguiente elenento después de donde tenenps que insertar el
nuevo.

PROCEDURE Borrar (VAR Lista:Tlista; Cl aveBus: Tcl ave);
VAR Aux: Tli st a;

BEG N
| F Lista=NIL THEN
"No esta"
ELSE

| F Li sta”. Cl ave<Cl aveBus THEN
Borrar (Lista”. Sig, Cl aveBus)
ELSE
| F Li sta”. Cl ave=Cl aveBus THEN
BEG N
Aux: =Li st a;
Li sta: =Li sta”. Si g;
DI SPOSE( Aux) ;
END
END;

No hace falta hacer NEW Aux) para hacer Aux:=NIL.
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5.5 Listas con cabecera ficticia y centinela

El siguiente esquena representa una lista con cabecera ficticia y

centinela vacia.En este tipo de listas se realiza mas facilnmente la
inserci 6n antes y, en el caso del centinela, tanbién es util para |as
basquedas.
SRS + SR +
Lista ---->| Cabecera+----- >! Centinela+---> NI L
S (TSI + -S>+ -- - oo - +
I
I
Centinel a

Recorridos normal es con un solo puntero

| NTEGER Aux<>NIL and NOT Encontrado
| F Aux”. Cl ave=Cl ave
THEN Encontrado: =TRUE
ELSE Aux: =Aux”. Si g;

Recorridos con centinel a

Lo que hacenps prinero es neter la clave que buscanpbs en el
centinela para que el puntero nunca pueda |llegar a NIL y seguinos el
si gui ent e mét odo:

| NTEGER Act ™. Cl ave<>Cl| ave do

BEG N

END;

Busqueda, insercién y borrado

PROCEDURE Buscar (Centinela,Lista: Tlista; Cl aveBus: Tcl ave; VAR
| nfo: Ti nfo);
VAR Aux: Tli st a;
BEG N
Centi nel a*. Cl ave: =Cl aveBus;
Aux: =Li st a”. Si g; (* Para saltar | a cabecera ficticia *)

| NTEGER Aux”. Cl ave<Cl aveBus do
Aux: =Aux”. Si g;
| F Aux<>Centi nel a and Aux”. Cl ave=Cl| aveBus
THEN | nf 0: =Aux”. | nf o;
(* En cualquier otro caso no henos encontrado |la clave *)
END;

PROCEDURE Crear (VAR Lista,Centinela:Tlista); (* Las 2 por VAR *)
BEG N
NEW Li st a) ;

NEW Centi nel a) ;

Li sta”. Si g: =Cent i nel a;

Centinel a®. Si g: =Nl L
END;
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PROCEDURE | nsertar (VAR Lista:Tlista; Centinela:Tlista; Cl aveEl e: Tcl ave;

| nfo: Tinfo);
VAR Nuevo, Actual , Anterior: Tlista;
BEG N
Centi nel an. Cl ave: =Cl avEl e;
(* Aunque la lista este vacia tendria dos elenentos por |o tanto

podrianpos hacer |a asignaci 6n anterior *)

Ant : =Li st a;
Act ual : =Li st a”. Si g;
| NTEGER Actual ~. Cl ave<Cl| aveEl e do
BEG N
Ant eri or: =Act ual ;
Act ual : =Actual *. Si g
END;
| F Actual ~. Cl ave=Cl aveEl e and Actual <>Centi nel a
THEN "El enent o ya esta"”
ELSE BEGH N

(* Si es la msm clave pero apuntanos al centinela, tendrenps que
i nsertar porque el nuevo elenento no estara en la lista *)

Nuevo”. | nf o: =I nf o;
Nuevo”. Cl ave: =Cl aveEl e;
Nuevo”. Si g: =Act ual ;
Anterior”.Si g: =Nuevo
END
END;

PROCEDURE Borrado (VAR Lista:Tlista; Centinela:Tlista; Cl aveEl e: Tcl ave);
VAR Actual , Auxiliar:Tlista;
BEG N

Centi nel a®. Cl ave: =Cl aveEl e;

Act ual : =Li st a;

| NTEGER Act ual *. Si gn. Cl ave<Cl aveEl e do

Act ual : =Act ual *. Si g;
| F Actual ~. Si g*. Cl ave=Cl aveEl e and Actual . Si g<>Centi nel a

(* Se da la primera condicioén si la clave que buscanps que esta en |a
lista o I|leganmpbs al centinela.Tenenbs que insertar si cuando nos
paranbs no apuntanpos al centinela *)

THEN BEG N
Aux: =Act ual *. Si g;
Act ual ~. Si g: =Aux”. Si g;
DI SPOSE( Aux)
END
END;
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6 OTRCS TI PGS DE LI STAS

6.1 Listas reorgani zabl es

Son aquellas listas en las que el ultino elenento consultado
situa al principio.

6.2 Listas circul ares

En ellas el ultino el enento apunta al prinmero.

6.3 Listas dobl enente enl azadas

Cada elenento tiene dos punteros, uno de los cuales apunta
el emento siguiente y otro al anterior.

+--- - - + +--- - - + +--- - - + +--- - - +
1 I 1 I 1 I 1 I
- | | | | | | | |
Lista ----> I I I I I I I
T | T | T | T |
! Tl S Tl S Tl S --+---> NIL
T ! T ! T ! T !
Nl L <----+--- ARG S ARG S ARG S :
+--- - - + +--- - - + +--- - - + +--- - - +
6.4 Listas circul ares dobl enente enl azadas
+o - e - - + +o - e - - + +o - e - - + +o - e - - +
I 1 I 1 I 1 I 1
| | | | | | | |
Lista ----> I I I I I I I
R ! R ! R ! R !
Fommeaaa > R S R S R S me e m e e e e a
: oo oo oo oo
: +--- - - +- - - R R R <o -+
! ! +-- - - + +-- - - + +-- - - + +-- - - + !
Lo l
! o +
o o o o o e o e o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = =

Se

al
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Ejercicio 1
Dada | a siguiente declaracion de tipo lista circular ordenada.

TYPE
Tli sta: “"El enent o;
El ement 0=RECORD
Cl ave: | NTEGER;
I nfo: Ti nfo;
Sig:Tlista
END;

Codificar un algoritm que realice la insercién de un elenento,
representando por una clave y una informacién, en una lista circular
conp |la anteriornente descrita.

Para elimnar el caso de insertar antes del prinmer elenento vanos
a utilizar una l|ista con cabecera ficticia.Todo queda reducido a
insertar en cualquier lugar o si la lista estéa vaci a.

PROCEDURE | ntroducir (VAR Lista: Tlista; Ecl ave: | NTEGER; Ei nf o: Ti nfo);
VAR Nuevo, Ant, Act: Tl i st a;
(* Para insertar antes necesitanons dos punteros *)

BEG N
IF lista=NIL THEN
BEG N
NEW Li st a) ; (* Crea |la cabecera ficticia *)

NEW Li st a”. Si g) ;

Li stan. Si gn. Cl ave: =Ecl ave;
Li stan. Si g~. I nf o: =Ei nf o;
Li sta™. Sig”. Si g: =Li sta

END
ELSE
BEG N
Ant : =Li st a;
Act : =Li sta”. Si g; (* Al prinmer elemento de la lista *)

| NTEGER act<>lista (* Mentras no apunte al udultino elenmento *)
and Act”. Cl ave<Ecl ave do

BEG N
Ant : =Act;
Act: =Act”.Sig
END,;
NEW Nuevo) ;

Nuevo”. | nf o: =Ei nf o;
Nuevo”. Cl ave: =Ecl ave;
Nuevo”. Si g: =Act ;
Anterior”. Sig: =Act;
Anterior”. Si g: =Nuevo
END
END;
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Ejercicio 2
Dada | a siguiente declaraci 6n de |ista:

TYPE
Tlista: “Articul o;
Arti cul o=RECORD
Codi go, Cont _Pedi da: | NTEGER
Sig:Tlista
END;

Se tiene una lista en la que se han introducido pedi dos segun el
orden de |l egada, por |o que puede haber pedidos del msnp articul o.Se
pi de, codificar un procedimento que, dada una lista com Ila
anteriornente descrita, devuelva un Gnico elenento por cada articul o,
en el cual el canpo Cant Pedida tenga |la suma de todas |as canti dades
pedi das de ese articulo.

No se pueden wutilizar estructuras auxiliares, asi conmp tanpoco
estructuradas de control conp | NTEGER, for o REPEAT.

PROCEDURE El i _Codi go( VAR Lista: Tlista);

PROCEDURE El i m na( VAR L: Tli st a; Cod: | NTEGER; VAR Sunma: | NTEGER) ;
VAR Aux: Tli st a;
BEG N
| F L<>NI L
THEN | F L*. Codi go=Cod
THEN BEG N
Aux: =L;
Suma: =Suma+L". Cant _Pedi da;
L: =L*. Si g;
DI SPOSE( Aux) ;
El i m na(L, Cod, Sum)
END
ELSE Eli m na(L”. Si g, Cod, Suma)
END;

BEG N
| F Lista<>NIL
THEN BEG N
El i m na(Li sta”. Si g, Li sta”. Codi go, Li sta”. Cant _Pedi da) ;
El i _Codi go(Lista”. Sig)
END
END,;

14 Septienbre 90.Ejercicio 1.
x En el bucle I NTEGER sobra el igual, porque sino se salta e
centinel a.

x En el IF es Lista”.Sig porque cuando se sale del |NTEGER
Li sta nunca va a apuntar al centinela.
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x En el THEN debe poner:
THEN BEG N

Li st a™. Si g: =Aux
END
Ejercicio 3
Utilizando el TAD pila pasar de la notacion normal a |la notacidn
pol aca inversa. Ejenplos: (AB+), (AB+C*).El sinbolo '"# va a ser el
principioy el final de |la fornula.
1. Sinmbolo que Ilega introducinos en la pila.

2. El primer elemento en la pila se saca y se intenta introducir
el signo que entra.

3. Si se dan dos paréntesis conplenentarios se elimnan | os dos.

4. Llega el final de la fornula (#).

Ent r adas
S +
c . +# + - 1 (),
0 F---F---em e o |
n  #, 4 1 1 1 1 1 E|;
t , +, 2 2 2 1 1 1 2]
e |, - 12 2 2 1 1 1 2,
n  *1 2 2 2 2 2 1 2
i /v 2 2 2 2 2 1 2,
d { (y E 1 1 1 1 1 3]
0O +Ft---------mm e e e e m - - +
28 Junio 91.Ejercicio 1.
Una sol uci én podria ser
| F Lista”. Sig<>NIL
THEN BEG N
Aux: =Li st a™. Ant ;
Li sta”. Ant: =Li st a™. Si g;
Li sta”. Si g: =Aux;
I nvertir(Lista”. Ant)
END
Aunque es nejor |lamar recursivanente hasta que se encuentre NIL,

entonces pone Lista apuntando al ultim elenento y a la vuelta de la
recursividad va haciendo el intercanbio de Sig y Ant.
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14 Septienbre 90.Ejercicio 2.

A la ida de la recursividad borranps el elenento siguiente a la
clave dada, y en la vuelta, en la |Ilamda n-1 borranos el anterior.Para
saber que estanpbs situados sobre el anterior utilizanps |a variable de
ti po BOOLEAN || amada EsCl ave, que se pondrd a TRUE cuando encuentre el
el emento, y por tanto se tiene que pasar por VAR

PROCEDURE El i m nar (VAR Lista: Tlista; Clave: Tcl ave; VAR EsCl ave: BOOLEAN) ;
VAR
Aux: Tli st a;
BEGI N
| F Lista=NIL
THEN EsCl ave: =FLASE
ELSE I F Lista”. Cl ave=Cl ave
THEN BEGQ N
EsCl ave: =TRUE
| F Lista”. Sig<>NIL
THEN BEG N
Aux: =Li st a™. Si g;
Li sta”. Si g: =Aux”. Si g;
DI SPOSE( Aux)
END
ELSE BEG N
El i m nar (Lista”. Si g, Cl ave, EsCl ave) ;
| F EsCl ave (* Ya henps borrado el siguiente

*
)
THEN BEG N

Aux: =Li st a;

Li st a: =Aux”. Si g;

EsCl ave: =FALSE

(* Para no borrar |os denmas *)
END
END

END,;

Si la clave que buscanps es el primer elenmento de la lista, cono
no hay ninguna |lamada recursiva, entonces borra el siguiente, pero no
el anterior.
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Se recorrerd la lista con un Unico puntero, y solo se puede pasar
una vez.lLas variables Ntotal y Actual indicaran el nunmero total de
el ementos de la lista y la posicién actual en donde estanps col ocados
(por eso no es por VAR) respectivanmnente.En la prinera |lamda Actua
val dra 1.

Tendrenns que parar en la vuelta atras de |la recursividad cuando
Actual tenga el valor Ntotal DIV 2.Luego, si Ntotal es inpar tenenor
que hacer una copia del enmento para L1, y si es par solo hay que
dividir la lista.

PROCEDURE Dividir (L1:Tlista; VAR L2:Tlista; VAR Nt ot al : | NTEGER;
Act ual : | NTEGER) ;
BEG N
| F L1=NIL THEN
L2:=NIL
ELSE I F L1”. Sig=NIL THEN
BEG N
Nt ot al : =Act ual ;
| F Ntotal =1 THEN
BEGN (* Lista inpar con un solo elenmento *)
NEW L2) ;
L2~. Cl ave: =L1~". Cl ave;
L2~. Sig: =NI'L
END
END
ELSE
BEG N
Dividir(L1”". Sig, L2, Ntotal, Actual +1);
| F Actual =Ntotal DIV 2 THEN
| F ODD( Nt otal ) THEN
BEG N
L2: =L1". Si g;
NEW L17. Sig);
L1~. Si gn. Cl ave: =L2~. Cl ave;
L1~ SigMh. Sig:=NL
END
ELSE
BEG N
L2: =L1". Si g;
L1~ Sig:=NI'L
END
END
END;
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4 Septienbre 89.Ejercicio 2.

PROCEDURE Mezcla (VAR L3:Tlista; L1,L2:Tlista);
VAR Menor: 1.. 2;

BEG N
|F L1<>NIL OR L2<>NIL
THEN BEG N
IF L1=NIL
THEN Menor:=2 (* Indica donde insertarenons *)
ELSE I F L2=NIL
THEN Menor: =1
ELSE | F L1/, Cl ave>L2”. Cl ave
THEN Menor : =2
ELSE Menor: =1;
NEW L3) ;
| F Menor=1
THEN BEG N

L3~. Cl ave: =L1~*. Cl ave;
Mezcl a(L3”. Si g, L1M. Sig, L2)
(* Porque henps netido el elenento de la lista 1 *)
END
ELSE BEG N

L3~. Cl ave: =L2*. Cl ave;
Mezcl a(L3”". Sig, L1, L2". Si g)

END

END
ELSE L3:=NIL (* Los dos a NIL luego henos term nado *)

END;
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1. DEFI NI C ONES.

Vari as definiciones:

x Un arbol es una lista en |a que cada uno de sus el enentos
apunta a uno, ninguno o varios elenentos del msno tipo.

x Un arbol es una estructura dinam ca y honobgénea, por tanto
estd copuesto de elenentos del msnto tipo base T, de formm
gue la estructura puede estar vacia o0 conmpuesta por un
el enmento del tipo base T del que cuelgan un nunmero finito de
estructuras arbol simlar, a |las que |l amarenos subarboles, y
entre si son disjuntos.

Dos ar bol es son igual es cuando tengan igual nunero de nodos, igual
contenido en ellos y, ademas, estén dispuestos de igual nanera.

2. REPRESENTACI ON.

2.1 Matriz de adyacenci a.

Es un array [1..n,1..n] OF BOOLEAN donde n es el nunero de nodos
que tiene el arbol y cada posicion de la matriz indicara si existe un
enl ace entre dos nodos.Esto es normal hacerlo en |enguajes en que no
pueden crearse conponentes di nam canente, y referenciarles por nedio de
punt er os.

Ej enpl o:

o m e e e e e e e e e e - +

(1) 1L FL T T FLFLFLF

R e LI S I S

2 FI FIT FI T T Fi F |

e e i T S P

° 6 3. FL FL FO FO PO T T
R e it S SC P

4y FI FI FI FI F| F}F|

R e R it S C P

Q e 5::::F:F:F:F:
R e R it S C P

1 7 6! FI FI FI1F| FilF|F,
R e R it S C P

7V FIFIFI FIFIF]F!
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2.2 Lista de adyacenci a.

Es una tabla de 1 a n, siendo n el nunmero de nodos, donde cada
elemento de |la tabla representa cada uno de |os nodos del arbol y de
cada uno de | os elenentos sale un puntero a una lista que esta fornmada
por todos | os nodos que estan enl azados con él.

Ej enpl o:
+---+ +---+
+--> 2 +---> 3 +---> NL
+---+ +-- -+ +---+
1| -t--+ +---+ +---+
+-- - +-> 4 +---> 5 +---> NIL
2 | R I T S +---+
+-- - +-- -+ +---+
3 -H----- > 6 +---> 7 +---> NL
+-- - +-- -+ +---+
4 | -t- -+
SRR
51 -+--
bl
6 1 -t
SRETI
70 a4 > NI L
+---+

2.3 Estructura dinani ca pura.

En ella, todos |os conponentes o nodos, se representan por
punt eros explicitos.Vanpbs a tener un tipo cono:

Tar bol =~El enent o;
El ement 0=RECORD
| nfo: Ti nfo;
Cl ave: Tcl ave;
Enl acel, Enl ace2, ..., Enl acen: Tarbol
END;
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3. CONCEPTOs ASQOCI ADCS.

x Nodo: Se denonina nodo a cada uno de |os elementos de un
ar bol .

x Rama: Una rama es cada uno de | os enlaces que existe entre
| os nodos de un &arbol.

x Antecesor o padre: Es un nodo del que cuelga algln otro
| | amado descendi ente o hijo.

x Descendiente directo o antecesor directo:; Un nodo es
descendi ente directo de otro, Ilanado ant ecesor directo si se
puede acceder a el recorriendo uUnicanmente una rana.

x Raiz: La raiz de un arbol es aquel nodo que no tiene
ant ecesores, es decir, todos son descendientes directos o
i ndirectos de el.

x Nivel, profundidad, altura, longitud o longitud de cam no
de un nodo: Es el nunero de ramas que hay que recorrer para
|l egar a él desde la raiz, tendiendo en cuenta que la raiz
ti ene nivel uno.

x Subarbol: Se |lama subarbol de raiz m al conjunto de nodos
gue dependen directa o indirectanente de él, asi cono al
propio m

x Grado de un nodo: Es el nunero de descendientes directos
que tiene.El grado de un arbol es igual al del nodo con mayor
gr ado.

x Nodo termnal u hoja: Es aquel que tiene grado cero, es
decir, que no tiene ningun descendi ente.

x Nodo interno: Es aquel que no es hoj a.

x Longitud de cam no interno de un arbol: Es la suma de |as
| ongi tudes de cam no de todos sus nodos.

LCl = 1+2+42+3+3+3 = 14 ° e

x Longitud de cam no externa: Es |la sum de |as |ongitudes de
cam no de todos | os nodos especi al es.

x Nodo especial: Es aquel que se hace colgar de aquellos
nodos que no tienen conpleto el cupo de descendi entes.
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En el ejenmplo anterior, los nodos 1,2,3 y 4 no tienen
conpleto el nunero de descendi entes. A | a operaci 6n de col ocar
nodos especi ales en un arbol se le |l am expandir el arbol.

LCE = 3+4+4+4+4+4+4 = 27

40

x Longitud de cam no interna nedia: Es la longitud de cam no
interna partido del numero de nodos.

4. ARBOLES BI NARI CS.

Los arboles de grado 2 tienen una especial inportancia.Se |es
conoce con el nonbre de arboles binarios.Se define un é&rbol binario
conmo un conjunto finito de el ementos (nodos) que bien esta vacio o esta
formado por una raiz con dos a&rboles binarios disjuntos, |Ilamados
subarbol izquierdo y derecho de la raiz.

En | os apartados que siguen se consideraran unicanmente &arboles
binarios y, por lo tanto, se utilizara |la palabra arbol para referirse
a arbol binario.Los arboles de grado suparior a 2 reciben el nonbre de
arbol es nul ti cam no.

4.1 Arbol binario de busqueda.

Los &rboles binarios se uilizan frecuentenente para representar
conjuntos de datos cuyos elenmentos se identifican por una clave
Unica.Si el arbol estéa organizado de tal manera que la clave de cada
nodo es mayor que todas las claves su su subarbol izquierdo, y nenor
gue todas las claves del subarbol derecho se dice que este arbol es un
arbol binario de busqueda.

Ej enpl o:
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4.2 Operaciones basicas

Una tarea nuy comin a realizar con un arbol es ejecutar una
det erm nada operaci 6n con cada uno de los elenentos del arbol.Esta
operaci 6n se considera entonces conb un paranetro de una taré nmas
general que es la visita de todos |los nodos o, conp se denom na
usual mente, del recorrido del &rbol

Si se considera la tarea conop un proceso secuencial, entonces |os
nodos individuales se visitan en wun orden especifico, y pueden
consi derarse cono organi zados segun una estructura |ineal.De hecho, se
sinplifica considerablenente |a descripcidén de nuchos algoritnos si
puede habl arse del proceso del siguiente elemento en el arbol, segun un
cierto orden subyacente.

Hay dos formas béasicas de recorrer un arbol: El recorrido en
anplitud y el recorrido en profundi dad.

x Recorrido en anplitud
Es aquel recorrido que recorre el arbol por niveles, en e
altimo ejenplo seria:
12 - 8,17 - 5,9,15
x Recorrido en profundi dad

Recorre el arbol por subarboles.Hay tres formas: Preorden,
orden central y postorden.

x Preorden: Raiz, subarbol izquierdo y subarbol derecho.
x Orden central: Subarbol izquierdo, raiz, subarbol derecho.
x Post orden: Subarbol izquierdo, subarbol derecho, raiz.

Ej enpl o:

Preorden: 20 - 12 - 5 - 2 - 7 - 13 - 15 - 40 - 30 - 35 - 47
Orden central; 2 - 5 - 7 - 12 - 13 - 15 - 20 - 30 - 35 - 40 - 47
Postorden: 2 - 7 - 5 15 - 13 - 12 - 35 - 30 - 47 - 40 - 20
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Ej enpl o:
Preorden: / + a b * cd Not aci 6n pol aca
Orden central: a + b/ c¢c * d Not aci 6n infija
Postorden: a b + c d * / Not aci 6n pol aca i nversa

| mpl enment aci 6n de | os recorridos.

A continuaci 6n se forrmulan los tres métodos de recorrido por nedio
de tres progranmas concretos. Not ese que el puntero Arbol es un paranetro
constante (se pasa por valor).Esto expresa el hecho de que |lo que
interesa es la referencia al subarbol considerado y no |a variable cuyo
valor es el puntero, que podria ser alterada en caso de pasarlo conp
parametro vari abl e.

TYPE
Tar bol ="El enent o;
El enent 0=RECORD
| nf o: Ti nf o;
Cl ave: Tcl ave;
i zq, der: Tar bol
END;

PROCEDURE PreOrden (Raiz: Tarbol);
BEG N
| F Rai z<>NI L
THEN BEG N
ProcesaNodo;
PreOrden(Rai z*. i1 zq);
PreOrden( Rai z*. der)
END
END;
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PROCEDURE Or denCentral (Raiz: Tarbol);

BEG N
| F Rai z<>NI L
THEN BEG N
OrdenCentral (Rai z*.izQ);
ProcesaNodo;
OrdenCentral (Rai z”. der)
END
END;

PROCEDURE Post Orden (Rai z: Tar bol);

BEG N
| F Rai z<>NI L
THEN BEG N
Post Orden( Rai z*. i zq);
Post Orden( Rai z*. der) ;
ProcesaNodo
END
END;

4.3 Busgqueda de un nodo

En un a&rbol binario de busqueda puede |ocalizarse una clave
arbitraria enpezando por |la raiz, y avanzando por un cam no de busqueda
de forma que la decision de continuar por el subarbol izquierdo o
derecho de un nodo dado se toma en base unicanente al valor de la clave
de di cho nodo.

Tal conp ocurri6 en el caso de busqueda en listas (En el caso de
recorrido iterativo), la conplejidad de | a condicio6n de term naci 6n del
bucl e sugi ere buscar una solucién nmejor.Esta consiste en el uso de un
centinela al final de la lista.Puede aplicarse la msnma idea al caso de
un arbol.El uso de punteros permte que todas |las ranmas del arbol
acaben con el m sno, identico, centinela.

La estructura resultante no es ya un arbol, sino mas bien un &arbol
con todas las hojas atadas a un punto de anclaje conin, Unico.El
centinela puede ser considerado conmpo un representante comin de todos
| os nodos externos con | os que se extendria el arbol original.

FUNCTI ON Buscar (Arbol: Tarbol ; Cl ave: Tcl ave) : Ti nf o;

BEG N
| F Arbol =NI L
THEN BEG N
(* No esta *)
Buscar: =0
END

ELSE | F Arbol . Cl ave=Cl| ave
THEN Buscar: =Arbol ~. I nfo
ELSE | F Arbol *. Cl ave>Cl| ave
THEN Buscar : =Buscar (Arbol *.izq, Cl ave)
ELSE Buscar: =Buscar ( Arbol ~. der, Cl ave)
END;
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La funcién Localizar es una version iterativa de la funcion de
busqueda de un nodo en un arbol binario de busqueda.

FUNCTI ON Local i zar (Arbol : Tarbol ; Cl ave: Tcl ave) : Ti nf o;
VAR
Encont r ado: BOOLEAN;
BEG N
Encont r ado: =FALSE
VWHI LE (Arbol <>NIL) AND NOT Encontrado DO
| F Arbol ~. Cl ave=Cl ave
THEN Encontrado: =TRUE
ELSE | F Arbol . Cl ave>Cl ave
THEN Ar bol : =Arbol . | zq
ELSE Arbol : =Ar bol ~. Der;
Local i zar: =Arbol ~. I nfo
END;

4.4 Borrado

La tarea consiste en borrar, es decir, sacar el nodo con clave X
de un arbol que tiene las claves ordenadas.Borrar un nodo es facil si
el elemento a borrar es una hoja o solo tiene un descendiente.

x Si hay que borrar una hoja, se borra con DI SPOSE y se pone
el padre a NIL.

x Para borrar un nodo con un descendiente, |a variable arbol,
en vez de apuntar al nodo a borrar, se situa el padre
apunt ando al descendiente y se borra el nodo.

La dificultad esta en el borrado de un elemento con dos
descendi entes, pues no puede sefial arse en dos direcciones con un solo

punt ero.

x Para borrar un nodo con dos descendi entes,no vanos a borrar
el nodo, sino que subinms un nodo hoja y |o borranps conpo
hoj a. Tenenos dos posi bilidades: Subir el nodo hoja mas a |a
derecha del subarbol izquierdo, o el mas a la izquierda de

subar bol derecho.

Los detalles del proceso se nuestran en el procedinmento recursivo
| | amado Borrar. Este procedi mento distingue tres casos:

1. No hay ningun nodo con la clave buscada.

2. ElI conponente <con I|a clave buscada tiene un unico
descendi ente conp maxi no.

3. El conponent e con la clave buscada tiene dos
descenti entes.

El procedimento auxiliar recursivo SubDer se activa solo en
tercer caso.Entonces desciente a lo largo de la rana mas a |a derecha
del  subarbol i zqui erdo del elemento a borrar, y reenplaza |I|a
i nformaci 6n de interés.
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PROCEDURE Bor r ar

VAR
Aux: Tar bol ;

(VAR Arbol : Tar bol ; Cl ave: Tcl ave);

PROCEDURE SubDer ( VAR Punt er o: Tar bol ) ;

BEG N

| F Puntero”. der<>Nl L
THEN Subder ( Punt er o”. der)
ELSE BEG N

Ar bol ~. Cl ave: =Punt er o™. Cl ave;
Ar bol ~. I nf o: =punt er o™. | nf o;
Aux: =Punt er o;

Punt ero: =Punt ero”™.i zq

END
END;
BEG N
| F Arbol =NI L
THEN " NO ESTA"
ELSE BEG N
| F Arbol ~. Cl ave>Cl| ave

THEN Borrar (Arbol”.izqg, Cl ave)
ELSE | F Arbol ~. Cl ave<Cl ave
THEN Borrar ( Arbol ~. der, Cl ave)
ELSE I F Arbol~.izq=NIL AND Arbol . der=NIL

THEN BEG N (* Nodo hoja *)
Aux: =Ar bol ;
Ar bol : =NI L
END

ELSE | F Arbol ~. der=NIL
THEN BEGN (* Solo hoja izq *)

Aux: =Ar bol ;
Ar bol : =Arbol *. i zq
END
ELSE | F Arbol . izg=NIL
THEN BEG N
Aux: =Ar bol ;
Ar bol : =Ar bol ~der
END
ELSE

Subeder (Arbol *. i zq);
DI SPOSE( Aux)

END
END;

4.5 I nsercioén

Prinero se

realiza la busqueda de la clave a insertar.Si este

recorrido |lleva a un puntero que sea igual a N L (subarbol vacio),
entonces se realiza la insercidon ya que solo se pueden afiadir nodos en
| as hojas, se inserta al final.
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PROCEDURE | nsertar (VAR Arbol: Tarbol ; Cl ave: Tcl ave; | nf o: Ti nf 0) ;
BEG N
| F Arbol =NI L (* Ha Il egado al sitio donde hay que insertar *)
THEN BEG N
NEW ( Ar bol ) ;
Arbol . i zq: =NI L;
Ar bol ~. der: =NI L;
Ar bol ~. Cl ave: =Cl ave;
Arbol ~. I nfo:=Info
END
ELSE | F Arbol ~. Cl ave>Cl ave
THEN | nsertar (Arbol~.izq,clave,info)
ELSE | F Arbol ~. Cl ave<Cl ave
THEN I nsertar (Arbol . der, cl ave, i nfo)
ELSE (* ERROR *)

END;

El paranetro Arbol es variable y no uno constante. Esto es esenci al
porque cuando se presenta el caso de insercion se debe asignar un nuevo
valor a la variable que contenia el valor NIL.

5. ARBOLES PREFECTAMENTE EQUI LI BRADCS.

Se wusan especialnmente cuando se insertan los elenentos de un
fichero ordenado con | os métodos de arboles binarios de busqueda. Para
que un arbol no dejenere en wuna |ista entra el concepto de
equilibrio.Hay varias formas.Un arbos estéa perfectanente equilibrado
cuando situados en cual quiera de sus nodos, el numero de nodos del
subarbol izquierdo y el derecho difieren conmo nucho en uno. Ej enpl o:
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Vent aj as:

La busqueda es mAs rapida que en cual quier otro tipo.Cada vez
gue hacenpbs una conparaci 6n elimnanos |la mtad de el enentos,
porque estan equilibrados.Es simlar a |la busqueda dicotoni ca
en tablas.El peor de |los casos es que el elenento no esté, vy
en ese caso |la conplejidad es:

Log, n

| nconveni ent es:

Hay que conocer el nunmero de nodos para saber cuantos iran a
|la derecha y cuantos a la izquierda.Esto choca con el
concepto de arbol (dinam snp), por tanto no se utilizan
mucho.

5.1 Arboles equilibrados o AVL

Es una suavizacion de las restricciones para formar arboles
perfectamente equilibrados.Un arbol es AVL cuando situados en
cual qui era de sus nodos, la altura del subarbol derecho y del izquierdo
di fieren cono nucho en uno. Ej enpl o:

-

La definicion no sb6lo es sinple, sino que ademAs conduce a un
procedi mento de reequilibrado relativanente sencillo, y a una | ongitud
de camino nedia practicamente idéntica a la del arbol perfectanente
equi | i brado.

En un &rbol AVL, se pueden realizar en O(lon n) unidades de
tienmpo, incluso en el peor de |os casos, |las siguientes operaciones:

1. Encontrar un nodo con una cl ave dada.
2. Insertar un nodo con una cl ave dada.
3. Borrar un nodo con una cl ave dada.

Vanpbs a afladir un canpo nuevo a |a declaraci6n del tipo Tarbol
que se |lamard equilibrio (equ), que va a variar entre -1, 0y 1.
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Condi ci ones para vari ar equ:

x La insercién se hace en | as hojas

x Cuando creanops un nuevo nodo el canpo de equilibrio vale 0, ya
que la altura del subarbol izquierdo es igual que |la del derecho.

x Cuando insertanos por |a derecha increnmentanos el valor del
canpo de equilibrio.

x Cuando insertanps por l|a izquierda decrenentanos el valor
del canpo de equilibrio.

Ej enpl os:

U -
e T hb T A

i Y,
\
\
\
\
\
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5.1 Inserci6n en AVL

La insercion se hace sienpre en las hojas, y vanps a tener un
canpo de equilibrio.Vanos a tener una variable global |lamda crecido
de tipo BOOLEAN, que en el nmonento de insertar |o vanbps a poner a TRUE
para después controlar si se ha desequilibrado o no.

Se sube restando o sumando 1 hasta |Ilegar a un cero.Si a |la hora
de sumar o restar un uno se sale del rango hay que reequilibrar.

Ej enpl o:
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Reequi | i brando

Ar bol es

+
I
1
I
1
oo oo -

Ene | <---+ +--->
0
+

e
1

]

1

|

oo -

+
I
1
I
1
oo oo -

Ene | <---+ +--->
-1 !
+

e
1

]

1

|

oo -

i
1

I

1

I

+- -

0 |
+

I
1
I
1
oo oo -

Jun | <--+ +--->

Fomm o -+



Ar bol es

Ene | <---+ +--->
|
+

-1

o+
oo oo

Pagi na 86 de 106

oo oo
|

I

i

I

+- -

I

1
Jun | <--+ +--->
-1

|
I
i
1
oo oo

1
|
+

o+

=+

S Lk i S

Ene
-2

|
I
1
+

R

Foe oo+
L Jun l<--+ +--->

-1
oo+

<o+
]

I

+

Reequi | i br ando:

R

Mar
-1

oo oo
|
I
i
I
Fomm oo

1
Ago :<--------1|- R ——

0

I
I
I
I
Fom e

o+

R
|

|

|

|

Fo oo -

Jun | <--+ +--->

o+

I
1
+

<---t 4-->

R

|
|
1
|
+

Abr |
U
-+

|
I
]
I
+- o -



Pagi na 87 de 106

Ar bol es

oo -
1
1
I
1
4o oo

N
+ o+ "
1 1 1
- [
1 1 1
_W [ p——
1 1 1
+ -+ !
N Vv
1 + o_ e+
1 1 1
1 1 & 1
1 1 Ol
1 [ B |
1 1 1
1 + o ——_+
—t
—
" + o+
1 1 1
1 1 @O 1
! 1 SO
1 v |
1 1 1
1 + o ——_+
Vv N
L T i
1 1 1
1 0 _||+
1 go 1
' << P
1 1 1
+ -+ !
Vv
s I o
1 1
1 - 1
1 QO
' < '
A

+
I
|
I
1
+

Mar
-1

oo oo
|
I
i
I
Fomm oo

AgO | <-------d e m o>

Fom oo -
1
I
I
1
Fom oo -

o+

1
1
<---+ 4>

Jun | <--+ +--->
-1
+-----+

+
Abr |
U
+

o e oo
|
I
]
I
Fom oo

Equi | i br ando:

+
I
|
I
1
+

Mar
0

oo oo
|
I
i
I
Fomm oo

AgO | <-------- e m - >

+
|
|
1
|
+

Oct
0

Fom oo -
1
I
I
1
Fom oo -

Jun | <--+ +--->
-1
+-----+

o+

|
I
i
I
+- - - -

+

Abr ! <---+ +-->
0
+

o e oo
|
I
]
I
Fom oo

oo oo

|
I
| 1
y I<---+ +- - - >
1
+

o+
! Ma
' 0

I
Fom e



Pagi na 88 de 106 Ar bol es

En la siguiente insercidon se produce un desequilibrio en la raiz del
ar bol .

- +
, Feb |
L2
- +
S + Pt S +
| AgO f<----o--- R > Mar |
. 0 | 1]
+omm - - + +omm - - +
S + o S + S + o +-- - - +
! Abr | <---+ +-->| E | bJ | <--+ +---> Cct |
o | RN 1
+omm - - + +om- - - + +om- - - + +o-- - - +
S + ! S + P +--- - - +
Jul f<--+ L May f<---% +--->! Sep |
L2 L L2
I +-- - - +
+- - - >l N |
o |
+o-- - - +

Desequi librios y reequilibrios

Al insertar un nuevo nodo en un arbol equilibrado se pueden
producir desequilibrios, que quedaran representados en |os casos
nostrados a continuacién.En las figuras, las cajas rectangul ares
representan subarboles, y la altura afiadida por la insercion se indica
con cruces. Si npl es transfornmaci ones restauran el equilibrio deseado.

Desequi librio izquierda-izquierda sinple.

B
A N
a
N N
1 2

Se corrige con la rotacion izquierda-izquierda sinple, que
consiste en subir el nodo A, que tendréa al final el canpo de equilibrio
a 0.
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e e

Desequi librio derecha-derecha sinple

Se reequilibra con rotaci 6on derecha-derecha sinple.Es el reflejado
del anterior.

Desequilibrio izquierdo-derecho conpuesto

Se corrige con la rotacion izquierda-derecha conpuesta. Se sube el
nodo B que pasa a tener el canpo de equilibrio a O.

Desequi librio derecho-izqui erdo conpuesto

Es simlar, solo que |a imgen reflejada.
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| mpl ement aci 6n de | a insercion

Un algoritno que inserte y reequilibre dependera en forma critica
de la forma en que se almacene la informacidén relativa al equilibrio
del arbol.Una solucion consiste en mantener la informaciédn sobre el
equilibrio, de forma conpletanente inplicita, en la estructura msnma
del arbol.En este caso, sin enbargo, el factor de equilibrio debe
"averiguarse" cada vez que se encuentre afectado por una insercion, con
el consiguiente trabajo resultante.

Ora forma (la que vanps a usar) consiste en atribuir a, vy
al mcenar con, <cada nodo un factor de equilibrio explicito.La
definici 6n de nodo se anplia entonces a:

TYPE Nodo=RECORD
Cl ave: Tcl ave;

| nf o: Ti nf o;

| zqg, Der : “Nodo;
Equi:-1..1
END

El proceso de insercion de un nodo consta fundamental nente de |as
tres partes consecutivas siguientes:

x Seqguir el cam no de busqueda hasta que se conprueba que |la
clave aun no esta en el arbol.

x Insertar el nuevo nodo y determ nar el factor de equilibrio
resul tante.

x Volver siguiendo el canmno de busqueda y conprobar el
factor de equilibrio de cada nodo.

Aunque este nmetodo realiza algunas conprobaci ones que son
redundantes, una vez que se establece el equilibrio, éste no necesita
conprobarse en | os antecesores del nodo en cuestion.

En cada paso se debe mandar informacion sobre si la altura de
subarbol (en el cual se ha realizado la insercion) ha aunentado o
no.Por o tanto se extiende la |lista de paramatros del procedimento
con el BOOLEAN Crecido, que debe ser un paranmetro de tipo variable, ya
que se utiliza para transmitir un resultado.

PROCEDURE | nsertar (VAR Arbol: Tarbol; Cl ave: Tcl ave; | nfo: Ti nf o;
VAR Cr eci do: BOOLEAN) ;

PROCEDURE Requi zg (VAR Arbol : Tar bol ; VAR Cr eci do: BOOLEAN) ;
VAR
Aux1, Aux2: Tar bol ;

BEG N
CASE Arbol ~. Eq OF
1: BEG N
Ar bol . Eq: =0; (* Henpbs insertado por |ZDA 1-1=0 *)
Creci do: =FALSE (* Solo va a canbi ar cuando Eq=0 *)

END;
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0: Ar bol ~. Eq: =-1; (* 0-1=-1 *)

-1:. BEG N (* Hay que reequilibrar *)
Auxl1: =Arbol ™. i zq;
| F Aux1”. Eq=-1
THEN BEG N (* Izda-1zda sinple *)
Arbol ~. i zg: =Aux1”. der;
Aux1”. der: =Ar bol ;
Ar bol ~. Eq: =0;

Aux1”. Eq: =0;
Ar bol : =Aux1
END

ELSE BEG N (* Izda-Dcha conpuesto *)
Aux2: =Aux1”. der;
Aux1”. der: =Aux2”".i zq;
Aux2”.izqg: =Aux1l;

Arbol ~. i zg: =Aux2”. der;
Aux2”. der: =Ar bol ;
| F Aux2”. Eq=-1
THEN BEG N
Aux”. Eq: =0;
Arbol A, Eqg: =1
END
ELSE BEG N
Aux1”. EqQ: =-1;
Ar bol ~. Eqg: =0

END
Aux2”. Eq: =0;
Ar bol : =Aux2
END,;
Creci do: =FALSE
END,;
END,;
BEG N
| F Arbol =NI L
THEN BEG N
Cr ear Nodo( Ar bol , Cl ave, I nf 0) ;
Cr eci do: =TRUE;
END
ELSE I F Arbol ~. Cl ave=Cl| ave
THEN "Error™
ELSE I F Arbol ~. Cl ave>Cl| ave
THEN BEG N
| nsertar (Arbol”.izq, Clave, I nfo, Creci do);
| F Crecido
THEN Requi zq( Ar bol , Creci do)
END
ELSE BEG N
| nsertar (Arbol . der, Cl ave, I nfo, Creci do);
| F Crecido
THEN Requder ( Arbol , Creci do)
END
END,;

La conplejidad de | as operaciones de equilibrado sugiere que estos
arbol es deben utilizarse s6lo si |as recuperaciones de informaci 6n son
consi der abl emente mAs frecuentes que | as inserciones.
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5.2 Borrado en AVL

Vanos a ver solo |las distintas posibilidades que se pueden dar

borrar

un nodo en el |ado derecho. A la izquierda es simétrico.

Caso 1. Rai z.

Caso 1.1: Si alguno de |os subarboles que salen de la raiz
esta vacio, entonces el otro estara vacio o solo tiene un
nodo, por ser un arbol equilibrado.

x Si solo tiene dos nodos se sube el no borrado hacia arri ba.
x Si solo esta el nodo a borrar, el arbol acaba vaci o.

Caso 1.2: Si no hay ningun subarbol vacio se sube el nodo de
mas a | a derecha del subarbol izquierdo, se intercanbia |os
valores de la raiz por los de ese nodo, y despues es borra
este ultino.

Caso 2. Borrado en el subarbol derecho.

Caso 2.1: Si el canpo de equilibrio tiene un cero, |os dos
subarbol es son iguales.Entonces |o borranbs y el canpo de
equilibrio pasa a -1.

Caso 2.2: Si tiene un 1, entonces el subarbol derecho tiene
una altura mas que el izquierdo.Al borrar equilibranps y pasa
a ser 0 ya que restanons 1.

X Se puede haber desequilibrado por la izquierda
porque al borrar se ha dismnuido en uno la altura
del arbol.

Caso 2.3: Si tiene un -1, la altura del subarbol izquierdo es
mayor que |l a del derecho. Al borrar en el derecho se ronpe el
equi librio, que pasa a -2.Hay tres casos.

al
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Caso 2.3.1

Caso 2.3.3
B
A —
3
N-1 N
1 > "
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Que visto de otra fornma, puede ser

x Medi ante rotacion izquierda-derecha conpuesta queda:

&>
c

x Hay otros dos casos, que el bloque 2'2 sea el mAs pequefio,
o que |lo sea el 2'1.Tienen altura N-2 y por |lo demas se
tratan igual.

6. ARBOLES DE BUSQUEDA OPTI MXS.

Son arboles binarios o no binarios en |los que |os nodos con mayor
probabilidad de ser consultados se situan nmas cerca de la raiz.E
camno nedio, serd el camno del nodo por I|la probabilidad de ser
consul tado. Son estaticos, una vez creados no se borra, ni se inserta,
etc.

Se utilizan en analizadores de lexico y diccionarios de datos. El
camno nmedio, serd el camno del nodo por I|la probabilidad de ser
consul t ado.
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7. ARBOLES MULTI CAM NO.

Ar bol es
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7.2 Arboles B

Los subarbol es de un arbol binario nornmal se agrupan dando |ugar a
una pagi na.
Caracteristicas:
x Si la pagina tiene N claves, tendra N+1 descendi entes.
x Si el &rbol tiene orden N, todas |las paginas tendran cono
mucho 2N claves, y conmo minimp N claves, excepto la raiz
(factor de ocupaci 6n 50% .
x Los arboles B crecen en altura por la raiz.

x Las pagi nas hoja deben estar al m sno nivel.

x Debe ser un arbol de busqueda nmulticam no (debe estar ordenado).

P: Los descencientes van de 0 a 2n
X: Cl aves

Busqueda en un arbol B

Se enpieza por la raiz y se va descendi endo por | os nodos pagina,
hasta que se encuentre |la clave o se Ilegue al final.

Y < XL ------ > Po _
Xi <Y< Xi+1 ------ > Pi

i nserci 6n en un arbol B de orden 2.

Tendra en cada pagina 4 claves y 5 descendi entes.

oo e e oo oo oo +
9 1200
oo e e oo oo oo +
e e e e e e e e e e e e e oo oo + ! N J U +
| i |
o e e e e e oo + oo e e e oo oo + oo e e e oo oo +
1 7 3 | 6 | | 10 } 12, 14 | i 25, 28 30 31
o e e e e e oo oo + oo e e oo oo oo + oo m e e oo oo +

Tenenos | os siguientes casos:

1. Hay sitio en la hoja en la que se tiene que insertar: Se
inserta y ya henps acabado.
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Ej enpl o el 15.

o e e e e e o +
19 20 | I l
o e e e e e o +
e e e e e e e e e e e e oo oo + ! U +
I I 1
+---------|- --------- + +---------'- --------- + +---------|- ---------
1 3 | 6 | ! ' 10 | 12 | 14 ; 15} 251 28 ) 30 31
o e e e e e e e e oo + o e e e e e o + o e e oo

2. No hay sitio en |la hoja pero hay huecos en |as hojas
contiguas: Hacenps conp que netenos el nunero, y venmps si hay
sitio libre en la hoja contigua de la derecha o en la de |la

I zqui er da.
Ejenplo el 13.Subinmbs la clave de mAs a la izquierda en la
hoja arriba, y bajambs la que habia a la pagina de la
I zqui er da.
o e e e e e a o +
L9 1204
o e e e e e e a o +
T T T T S S + | T TS +
| | |
T + o e e e e e e o + o e e e e e oo
1 3 |} 6 | 9 | ' 12} 13} 14 | 15 | I 25 28} 30 31
S + o e e e e e e a o + o e e e e e a -

3. No hay sitio, ni en la hoja ni en |las contiguas: Hacenos
cono que netenops el numero, y dividinos |la hoja por dos,
subi endo | a clave del nedio arriba.

Ej enpl 0 16.
e +
. 10 } 14 | 20 |
e +
Fecemcc e e e e e e + | : Feocccaaaanaaas +
| +---- - + ++ |
e S R S S I R I +
y 1 3 6 9 | 12, 13, | 15} 16, | 25, 28, 30, 31 |
A S R S R I +

4. Si estan todas las hoj s |lenas.Se crece por |la raiz.

Ej enpl 0 25.

T +

i\ 5 | 14, 20 ; 50 ;

o e e e e e e oo oo oo +
+--- - - + | | | +- - - - - +
+- + +-+ -+ -+ +- +
1] 121 18 14 | 51
+- + +-+ -+ -+ +- +
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U +
1 102 13 14
A + Para insertar el nunero 25 tendrianos
R + que col ocarlo entre el 23 y el 28.
2 ! 10 | 11 | 12 |} 13} Conpb no hay sitio ni a la izquierda n
A + a | a derecha, tendrenos que dividir la
R + hoja y subir el del nedio
3 15 16 ; 17 | 18 |
b e oo + 4' 4'
U + T + SR +
4 23 28 30 } 31 | | 23 | 25 | 30 | 31
e T T T TRy + Feom e e e - + T T +
U +
5 61 63 | 65 | 68
e T T T TRy +
Subimos el del nedio, que es el 28, luego en la pagina raiz
tendrenos | a siguiente situacion:
T +
5 | 14} 20, 28 | 50 |
ey +

y hacenops o m snp que en una hoja, dividinos y subinos hacia arriba |la
clave del centro:

T +
20 | I | I
T +
+----+ o e e e e oo oo o +
o e e e e oo oo o + e e e e e e oo oo +
] 1 1 I ] 1 I ] 1 1
1 3) 1 14 I 1 1 28| 50| 1 1
o e e e e o oo o + Fom e e e e e o oo +
R EEED S B I
1 I I I 1
1 1 1 1 t----t 1
+- + +-+  +-+ +---+ +---+ -+
111 191 1 21 [/ L Y R N~
|1| |2| |3| |4 1 |4 1 |5|
+- + +-+  +-+ +---+ +---+ -+

Decl araci 6n de tipo de un arbol B

TYPE
Tar bol ="Pagi na;
El e=RECORD
Cl ave: Tcl ave;
I nfo: Tinfo
END;
Pagi na=RECORD
El ement o: ARRAY [1..2n] OF Ele;
Descendi ent es: ARRAY [0..2n] OF Tarbol;
NunCl aves: 1. . 2n
END;
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2 de Febrero 1990.

Dada | as siguientes decl araci ones:
Tar bol ="El em
El em=RECORD
| nf o: Ti nf o;
Cl ave: Tcl ave;
i zq, dcho: Tar bol
END;
Tt abl a=ARRAY[ 1. .n] OF Tcl ave;

Di seflar e inplementar un algoritnmo recursivo que cree un arbol

perfectanmente equilibrado con los elenmentos de la tabla.La tabla esté
ordenada. EI arbol perfectamente equilibrado tiene que ser de busqueda.

La siguiente tabla:

PROCEDURE Cr ear Ar bol (VAR Ar bol : Tar bol ; Tabl a: Tt abl a) ;

PROCEDURE Ar bol 1( VAR Ar bol : Tar bol ;i zdo, dcho: | NTEGER)

VAR
Medi o: | NTEGER

BEG N
I F i zdo<=dcho
THEN BEGQ N
Medi o: =(i zdo+dcho) DIV 2;
NEW ( Ar bol ) ;

Ar bol ~. Cl ave: =Tabl a[ Medi 0] ;
Arbol ~. i zdo: =NI L;
Ar bol ~. dcho: =NI L;
Ar bol 1( Arbol ~.i zdo, i zdo, Medi 0- 1) ;
Ar bol 1( Arbol ~. dcho, Medi o+1, dcho)
END
END;

BEGI N
Ar bol 1( Arbol , 1, n)
END;
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8- Febrero-1991.
Tenenos que hacer la |lamada inicializando Nivel a 1.

FUNCTI ON Lc( Arbol : Tarbol ; Cl ave: Tcl ave; Ni vel : | NTEGER) : | NTEGER,;
BEG N
| F Arbol =NI L
THEN Lc: =0
ELSE | F Arbol . Cl ave=Cl ave
THEN Lc: =Ni vel
ELSE Lc: =Lc(Arbol ~.izq, Cl ave, Ni vel +1) +
Lc( Arbol ~. der, Cl ave, Ni vel +1)
END;

Ej ercicio 1.

Escribir un procedimento recursivo que invierta un arbol, que
halle su imagen simétrica.
Ej enpl o:

DIOLID

PROCEDURE Ref | ej ado( VAR Arbol : Tar bol ) ;
VAR
Aux: Tar bol ;
BEG N
| F Arbol <>NI L
THEN BEG N
Aux: =Ar bol . i zq;
Arbol ~. i zq: =Ar bol ~. der;
Ar bol N. der: =Aux;
Ref | ej ado( Arbol *. i zq);
Ref | ej ado( Ar bol ~. der)
END

END;
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Ej ercicio 2.

Dado un arbol binario de busqueda, escribir wuna funcidn que
devuel va el nivel del nodo con mayor clave.Hacer o m snp para un arbol
bi nari o que no sea de busqueda.

FUNCTI ON Ni vel Cl ave (Arbol: Tarbol): I NTEGER

BEG N
| F Arbol =NI' L
THEN Ni vel Cl ave: =0
ELSE Nivel Clave: =1+Nivel Cl ave( Arbol . der)
END;

Para arbol binario no de busqueda.

PROCEDURE Ni vel Cl ave (Arbol: Tarbol ; VAR Cl aveMA: Tcl ave; Ni vel Aux: | NTEGER
VAR Ni vel : | NTEGER)

BEG N
| F Arbol <>NI L
THEN BEG N
| F Arbol . Cl ave>Cl aveia
THEN BEG N
Ni vel : =Ni vel Aux;
Cl aveMa: =Ar bol . Cl ave
END;
Ni vel Cl ave( Arbol ~. der, Cl aveMa, Ni vel Aux+1, Ni vel );
Ni vel Cl ave(Arbol*.izq, Cl aveMa, Ni vel Aux+1, Ni vel)
END
END;

Ej ercicio 3.

Di sponenmbs de un arbol binario de busqueda que puede contener
claves repetidas, y la insercion de tales claves se hizo a veces en el
i zquierdo y otras en el derecho. Se pide codificar una funci6n recursive
que dado wun arbol <cono el anterior, determne si existen claves
repetidas o no.

Recorriendo en orden central, conparanps con |la actual la clave
anterior para ver si estd repetida.

FUNCTI ON Cl ave_Repe (Arbol: Tarbol ) : BOOLEAN,;
VAR

Anteri or: Tcl ave;
BEG N

Ant eri or: =MAXI NT;
Cl ave_Repe: =Repeti dos(Arbol , Anterior)
END;
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FUNCTI ON Repeti dos (ARbol: Tarbol ; VAR Ante: Tcl ave) : BOOLEAN;
BEG N
| F Arbol =NI L THEN
Repeti dos: =FALSE
ELSE | F Repetidos(Arbol~.izqg,ante) THEN
Repeti dos: =TRUE
ELSE | F Ant e=Ar bol ~. Cl ave THEN
Repeti do: =TRUE
ELSE
BEG N
Ant e: =Ar bol *. Cl ave;
Repeti do: =Repeti do( Ar bol ~. der, Ant e)
END
END;

Ej ercicio 4.

Escribir una funcidn recursive que calcule el nunmero de hojas que
hay en un arbol .

FUNCTI ON Nunero (Arbol: Tarbol): | NTEGER
BEG N
| F Arbol <>NI L
THEN | F Arbol ~. der =Arbol ~. i zq
THEN Numero: =1
ELSE Numer o: =Nuner o( Ar bol ~. i zg) +Nuner o( Ar bol ~. der)
ELSE Hoj as: =0
END,;

Ej ercicio 5.

| mpl ementar una funcidén que diga si dos arboles binarios son
I gual es.

FUNCTI ON | gual (Arbol 1, Arbol 2: Tar bol ) : BOOLEAN,;
BEG N
| F Arbol 1=NI L AND Arbol 2=NI L THEN
| gual : =FALSE
ELSE I F ((Arbol 1=NIL) AND (Arbol 2<>NIL)) OR
((Arbol 1<>NI'L) AND (Arbol 2=NIL)) THEN
| gual es: =FALSE
ELSE | F Arbol 1*. Cl ave<>Ar bol 2*. Cl ave THEN
| gual es: =FALSE
ELSE
| gual es: =l gual (Arbol 17.i zq, Arbol 2.1 zq) AND
| gual (Arbol 17. der, Ar bol 2. der)
END;
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4- Septi enbr e- 89.

Dada |a m sma decl araci 6n de arbol, escribir una funci 6n BOOLEANA
gque determ ne si todas |las hojas del arbol estan al nm snmo nivel.

FUNCTI ON Hoj a_Ni vel (Arbol : Tar bol ) : BOOLEAN,;

VAR

Ni vel : | NTEGER;
BEG N

Ni vel : =0;

Hoj a_Nivel : =M sno_Ni vel (Arbol , Ni vel , 1)
END;

FUNCTI ON M sno_Ni vel (Arbol : Tarbol ; VAR Pri nera: | NTEGER

Ni vel Act : | NTEGER) : BOOLEAN,;
BEG N

| F Arbol =NI' L THEN
M sno_Ni vel : =TRUE

ELSE
IF (Arbol . izg=NIL) AND (Arbol”.der=NIL) THEN
IF Primera=0 (* Es la prinmera hoja *) THEN
Primera: =Ni vel Act
ELSE
| F Primera<>Nivel Act THEN
M snmo_Ni vel : =FALSE
ELSE
M sno_Ni vel : =TRUE
ELSE
IF Msnmo_Nivel (Arbol”™.izq, Primera, Nivel Act+1) THEN
M sno_Nivel : =M sno_Ni vel (Arbol~. der, Prinera, NivelAct+1)
END;

15- Septi enbr e- 1988.

Codi ficar una funci én recursiva que recibiendo conp paréanetro un
arbol binario de busqueda de N nodos y un nunmero entero K nenor o igua
gue N, devuelve el K-esinp numero mas pequefio del &arbol

No se puede wutilizar ninguna estructura auxiliar.No existen
numer os repetidos en el arbol.

FUNCTI ON Kesi no( Ar bol : Tar bol ; k: | NTEGER; VAR cont ador : | NTEGER) : | NTEGER,
BEG N
| F Arbol <>NI L THEN
BEG N
Kesi no: =Kesi no( Arbol *.i zq, k, Cont ador) ;
| F Cont ador <k THEN
BEG N
Cont ador : =Cont ador +1;
| F Cont ador =k THEN
Kesi np: =Ar bol ~. Cl ave
ELSE
Kesi no: =Kesi no( Ar bol . der, k, Cont ador)
END
END
END;

La | lamada a | a funci 6n seri a:
Cont ador : =0;
Nuner o: =Kesi no( Ar bol , k, Cont) ;
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17-septienbre-1991.

Con | a decl araci 6n de arbol del anterior ejercicio, inplementar un
algoritnmo que deternmine si un arbol A esta incluido en otro arbol B, es
decir, todas las claves del arbol A estan en B con |la m snma topol ogi a.

Va a enpezar por el arbol entero y va a acabar cuando la raiz de
subarbol 2 sea igual a la clave del arbol 1.

FUNCTI ON | ncl ui r (Al, A2: Tar bol ) : BOOLEAN;
BEG N
| F A2=NI L THEN
I ncl ui r: =TRUE;
ELSE
| F A1=NI L THEN
I ncl ui r: =FALSE
ELSE
| F AlL"N. Cl ave>A2”. Cl ave THEN
I ncluir:=lIncluir(Al™. i zda, A2)
ELSE
| F A1~ Cl ave<A2”. Cl ave THEN
I ncl uir:=lIncluir(Al”. dcha, A2)
ELSE
I ncl uir: =lgual (Al, A2)

END;
FUNCI ON | gual (Al, A2: Tar bol ) : BOOLEAN,;
BEG N
| F A2=NI L THEN
| gual : =TRUE
ELSE
| F A1=NI L THEN
| gual : =FALSE
ELSE
| F Al™. Cl ave=A2". Cl ave THEN
I gual : =l gual (Al”.i zda, A2~.izda) AND I gual (Al1~. dcha, A2". dcha)
ELSE

| gual : =FALSE
END;
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Dada esa declaracion de tipo, se pide codificar wuna fuciodn
recursiva que recibiendo un puntero del tipo Tarbol que apunta a un
arbol multicam no, que se sabe que es de blusqueda, determ ne si dicho
arbol cunple las caracteristicas de un arbol B.Cada pagina del arbol
ani canent e podra ser visitada una vez.

x N <= Nunmero de claves <= 2N
x Si una pagina tiene N claves, tiene N+1 descendi entes
x Todas | as péaginas hoja al misnmo nivel

Las dos ultims condiciones son en realidad la m sma.

FUNCTI ON Esb( Arbol : Tar bol ; VAR Ni vel : | NTEGER; Ni vel Aux: | NTEGER) : BOOLEAN,;
VAR
i : | NTEGER (* Para hacer un FOR desde el prinmer puntero
hasta el ultinmo, e ir bajando por ellos *)
Aux: BOOLEAN,;
BEG N
| F Arbol =NI L THEN
| F Ni vel =0 THEN
Ni vel : =Ni vel Aux

ELSE
Esb: =Ni vel =Ni vel Aux
ELSE
I F (Ni vel Aux=1) (* Es la rai no hay que conprobar nada *)

ai z,

OR (Arbol ~. Nuncl ave>=n) THEN (* Ccupaci 6n mayor del 50% *)

(* Si la pagina es la raiz, la prinmera conprobaci 6n
da directamente TRUE, con |lo que no inporla |a
otra.Si es FALSE, mrara la otra. *)

BEG N
Aux: =TRUE;
FOR i:=0 TO Arbol ~. Nuntl aves DO
Aux: =Aux AND Esb( Arbol ~. Descend[i], Ni vel , Ni vel Aux+1)

Esb: =Aux
END;
ELSE
Esb: =FALSE (* Porque no cunple |Ias condiciones *)

END;

14-septi enbre-1990.

Se busca la clave hasta que la encontrenps o estenos situados
sobre un nodo que sea una hoj a.

x Nodo cual quiera ----> Bajar

x Nodo clave ----> Contar

x Hoja clave ----> Contar

x Hoja cual quiera ----> Elimnar
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Ar bol es

FUNCTI ON Hoj as( VAR Arbol : Tarbol ; Cl ave: Tcl ave) : | NTECGER;
VAR

Aux: Tar bol ;
FUNCTI ON N _Hoj as (Arbol : Tarbol): | NTEGER
BEG N
| F Arbol =NI' L THEN
N Hoj as: =0
ELSE
I F Arbol ~.izg=NIL AND Arbol . der=NIL THEN
N _Hoj as: =1
ELSE
N_Hoj as: =N _Hoj as( Arbol ~.izq) +N_Hoj as( Arbol ~. der)
END;
BEG N
| F Arbol =NI L THEN
Hoj as: =0
ELSE

| F Arbol . Cl ave: =Cl ave THEN
Hoj as: =N _Hoj as( Arbol ~.i zg) +N_Hoj as( Ar bol ~. dcha)

ELSE
| F Arbol ~. der=NIL AND Arbol *.izg=NIL THEN
BEG N
Aux: =Ar bol ;
Ar bol : =NI L;
DI SPOSE( Aux) ;
Hoj as: =0
END
ELSE

Hoj as: =Hoj as( Ar bol *.i zq, Cl ave) + Hoj as(Arbol ~. der, Cl ave)

END;



